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ვარიაცის ნიშნები, საზოგადოდ,  ერთმანეთს არ ემთხვევა. 

დამხმარე დებულებების სახით ნაშრომის ამ ნაწილში, წყვეტილი და უწყვეტი საწყისი 
პირობების შემთხვევისათვის, საწყისი მომენტის ცალმხრივი და ორმხრივი  ვარიაციის 
გათვალისწინებით,დადგენილია ამონახსნის ნაზრდის რიგი მცირე პარამეტრის  მი-
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ბები: საწყისი და საბოლოო მომენტებისთის უტოლობისა და ტოლობის სახით; ფაზურ 
კოორდინატებში შემავალი დაგვიანების პარამეტრებისათვის ტოლობის სახით; საწყისი 
ვექტორისთვის ტოლობის სახით; საწყისი და მართვის ფუნქციებისთვის ინტეგრალური 
მაქსიმუმის პრინციპის ფორმით.  ნაშრომის ამ ნაწილში განსაკუთრებულ სიახლეს 
წარმოადგენს ის  გარემოება, რომ განხორციელებულია ფაზურ კოორდინატებში შემა-
ვალი დაგვიანებების ოპტიმიზაცია, ხოლო მართვებში შემავალი დაგვიანებები საზო-
გადოდ არათანაზომადია. ზოგადი შედეგები დაკონკრეტებულია ოპტიმალური ამოცა-
ნისათვის  დამაგრებული ბოლოებით და ინტეგრალური ფუნქციონალით.

დამხმარე დებულებების სახით ნაშრომის ამ ნაწილში აგებულია  ოპტიმალური 
ამოცანის შესაბამისი ასახვა, დამტკიცებულია მისი უწყვეტობა და კრიტიკულობა 
ამოზნექილ ფილტრზე, ამონახსნის ვარიაციის ფორმულის საფუძველზე გამოთვლილია 
ასახვის დიფერენციალი. ეს შედეგები არსებითად გამოიყენება ოპტიმალურობის აუცი-
ლებელი პირობების დამტკიცებისას.



5

Abstract

   The work is devoted to the variation formulas of solution and optimization problems  for the 
nonlinear controlled functional differential equation with several constant delays in the phase 
coordinates and in controls with discontinuous and continuous initial conditions. 

The variation formula of solution is called the linear representation of the main part of 
deference of solutions of the perturbed and initial equations – with respect to perturbations of 
initial date. 

The initial condition is called discontinuous if the values of the trajectory and the initial 
function, in general, does not coincide at the initial moment. The initial condition is called the 
continuous if the values of the trajectory and the initial function always coincide at the initial 
moment.

In the case of the discontinuous initial condition under the initial date we mean the collection  
of initial moment, delay parameters in the phase coordinates, initial vector, initial and controll 
functions, but in the case of the continuous initial condition unlike the above considered , the 
collection  of initial date does not contains the initial vector. 

The variation formula allows one to determine the effects of perturbations on the solution of 
the initial equation without solving of equation. On one side variation formulas plays the 
fundamental role of proving the necessary conditions of optimality in the optimization 
problems, on the other side they allows us to construct analytically the solution of perturbed 
equation and to implement sensitivity analysis of the differential models.  

In the work, in the case of the discontinuous initial condition the variation formulas (local 
formulas) are proved in the neighborhood of the finally moment of the main interval taking into 
account the variation from one and both side. 

In the case of the continuous initial condition the variation formulas (global formulas) are 
proved in the whole interval. 

In the variation formulas of solution the effects of initial date, discontinuous and continuous 
initial conditions are revealed. It is established the form of the equation and initial conditions, 
which satisfies the solution of variation. It is constructed the approximate solution of perturbed 
equation, to illustrate this there is considered an example. The form of variation formulas are 
specified for linear equation. 

In the dissertation thesis, unlike earlier papers, the novelty is the fact that here the variation 
formulas are proved for controlled equation with several delays with respect to perturbation of 
delay parameters and moreover, the signs of variations of initial moment and delays in 
generally, are different.

In this part of the work with the form of auxiliary assertions, in the case of the discontinuous 
and continuous initial conditions, taking into account one-sided and two-sided variation of the 
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initial moment, it is established the order of increment of solution with respect to a small 
parameter and the value of the increment at the initial moment is calculated. These results are 
essentially used in proving of variation formulas of solution.

For the optimization problems with the discontinuous and continuous initial conditions, with 
general boundary conditions and functional with several delays in the phase coordinates and
controls are proved the necessary optimality conditions:  for the initial and final moments in the 
form of inequalities and equalities; for delays containing in the phase coordinates in the form of 
equalities; for the  initial  vector in the  form  of   equality,  and    for  the initial function and 
control function in the form of  the  integral maximum principle. 

In this part of work the essential novelty is that here we have optimization of the delays in the 
phase coordinates and delays in the controls are uncommensurability. The general optimality
conditions are concretized:  for the optimization problem with the fixed ends and integral 
functional.

In this part of the work with the form of auxiliary assertions, it is constructed an appropriate 
map of the optimal problem, it is proved of the continuity and criticality on the convex filter, 
using of variation formulas of solution it is calculated the differential of map. These results are 
essentially used in proving of necessary optimality conditions.
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ლიტერატურა ....................................................................................................................... 80
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შესავალი  

  დინამიური სამართი სისტემა, რომლის ყოფაქცევა დროის t მომენტში დამო-
კიდებულია თავის მდგომარეობაზე როგორც t მომენტში ასევე დროის წინა

sttt   ,...,, 21 მომენტებში (წარსულში), როგორც წესი, აღიწერება სამართი დაგვი-
ანებულ არგუმენტიანი ფუნქციონალურ-დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემით

                                                 1, , , ..., , , n
sx t f t x t x t x t u t x t R     .                             (1)

რიცხვებს 0, 1,i s    ეწოდება დაგვიანებები (დაგვიანების პარამეტრები, დაგვიანების 
ფაქტორი), ხოლო ( ) ru t  - მართვის ფუნქცია ( მართვა ).

(1) განტოლებით აღიწერება მრავალი ეკონომიკური, ბიოლოგიური და ფიზიკური
პროცესი [12, 21, 26, 30]. საილუსტრაციოდ, განვიხილოთ ეკონომიკური ზრდის 
მოდელი. ვთქვათ )(tN არის დროის t მომენტში გამოშვებული ერთი სახის  
პროდუქციის რაოდენობა გამოსახული ფულად ერთეულში. ეკონომიკური ზრდის 
ობიექტური კანონის თანახმად )(tN წარმოდგენილი უნდა იქნეს ორი შესაკრების სახით

                                                             ),()()( tItCtN                                                         (2)

სადაც )(tC არის თანხა, რომელიც ხმარდება თანამშრომელთა ხელფასებს, სოციალურ 
პროგრამებს და ა. შ. )(tI არის თანხა, რომელიც ხმარდება ახალი დანადგარების შეძენას, 
ახალი ტექნოლოგიების დანერგვას და ა. შ. (შიგა ინვესტიცია). განვიხილოთ  შემთხვევა, 
როცა ფუნქციებს  )(tC და )(tI აქვთ  შემდეგი სახე 

                                                                        )()()( 1 tNtutC  ,                                                            (3)

                                                             
)()()()(

1
1 tNtNtutI

s

i
ii

 


 ,                          (4)                     

სადაც  1,1),1,0()(  stui არის მართვის ფუნქციები, ხოლო  0 არის მოცემული რი-

ცხვი. (4) ფორმულა  გვიჩვენებს, რომ t მომენტში ინვესტიციის მოცულობა დამოკი-
დებულია ფულის მასაზე it  მომენტებში და პროდუქციის გამოშვების )(tN სიჩქა-

რეზე t მომენტში. (2)-დან (3)-(4)-ის გათვალისწინებით  მივიღებთ განტოლებას

).()(
1

)(
)(1

)(
1

1
1

i

s

i
i tNtutN

tu
tN 





 






ეს განტოლება არის ეკონომიკური  ზრდის უმარტივესი  მათემატიკური მოდელი, სადაც 
გათვალისწინებულია დაგვიანების ფაქტორი (წინაისტორია).

სხვადასხვა კლასის ფუნქციონალურ–დიფერენციალური განტოლებებისა და მათი 
შესაბამისი ოპტიმიზაციის ამოცანების გამოკვლევას მრავალი ნაშრომი მიეძღვნა, მათ-
შორისაა შრომები: ნ. აზბელევი და ლ. რახმატულინა [1] ; რ. აგარვალი, ლ. ბერეზანსკი, 
ე. ბრავერმანი და ა. დომოშნიცკი [2]; ლ. ალხაზიშვილი [3]; ა. არუთინოვი და                     
მ. მარდანოვი [4]; მ. აშორდია [5];  ს. ბეიკერი [6]; ჰ. ბენქსი [7]; ლ. ბეკლარიანი [8];           
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რ. ბელმანი და კ. კუკი [9]; ა. ბოჩია და რ. ვინტერი [10]; რ. გაბასოვი და ფ. კირილოვა [15]; 
ლ. გოლმანი და ჰ. მაურერი [18]; ნ. გორგოძე [17]; რ. დრაივერი [11]; ფ. დვალიშვილი და 
ი. რამიშვილი [13]; ლ. ელსგოლცი და ს. ნორკინი [14]; ჯ. ვარგა [53]; თ. თადუმაძე [48,
49]; თ. თადუმაძე და ლ. ალხაზიშვილი [50, 51] ; თ. თადუმაძე და ა. ნაშავი [52];               
მ.  იორდანიშვილი [22]; ი. კიღურაძე და ბ. პუჟა [25]; ვ. კოლმანოვსკი და ა. მიშკისი [26]; 
რ. კოპლატაძე [27]; რ. კოპლატაძე და თ. ჭანტურია [28]; ზ. მაჩაიძე [29]; ა. მანიტიუსი 
[30]; მ. მარდანოვი, კ. მანსიმოვი და ტ. მელიქოვი [31]; ნ. მარკოზაშვილი [32]; ა. მიშკისი 
[33]; ბ. მორდუხოვიჩი [34]; ლ. ნოიშტადტი [35]; ს. ნიკოლესკუ [36]; ნ. ოგუსტორელი [37]; 
ზ. სოხაძე [47]; ნ. ფარცვანია [38]; გ. ხარატიშვილი [23]; გ. ხარატიშვილი და                     
თ. თადუმაძე [24]; ა. ჰალანაი [19, 20]; ჯ. ჰეილი [21] და სხვა.

სადისერტაციო ნაშრომის პირველი ნაწილი (თავი 1 და 2) ეხება ამონახსნის ვარი-
აციის ფორმულებს. ამონახსნის ვარიაციის ფორმულა (მოკლედ – ვარიაციის ფორმულა) 
ეწოდება   შეშფოთებული და თავდაპირველი განტოლების ამონახსნების სხვაობის (ამო-
ნახსნის ნაზრდი) მთავარი ნაწილის (ამონახსნის ვარიაცია) წრფივად წარმოდგენას 
შეშფოთებების მიმართ. ვარიაციის ფორმულა საშუალებას  იძლევა განტოლების ამო-
უხსნელად, დადგინდეს საწყისი განტოლების ამონახსნზე შეშფოთებების გავლენის ეფე-
ქტები. ვარიაციის ფორმულები ერთის მხრივ ფუნდამენტურ როლს ასრულებენ ოპტი-
მიზაციის ამოცანებში ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობების დამტკიცებისას, მეო-
რეს მხრივ ისინი საშუალებას იძლევიან, ანალიზურად აიგოს შეშფოთებული განტოლე-
ბის ამონახსნი და განხორციელდეს დიფერენციალური მოდელების სენსიტიური 
ანალიზი. თუ განვიხილავთ შეშფოთებული განტოლების ამონახსნს, როგორც შეშფო-
თებათა სივრცეზე განსაზღვრულ ასახვას, მაშინ ამონახსნის ვარიაციის ფორმულა 
ასახვის დიფერენციალი იქნება. აქედან გამომდინარე, ამონახსნის ვარიაციის ფორმულა 
მჭიდროდ არის დაკავშირებული ამონახსნის საწყისი მონაცემებისა და პარამეტრების 
მიმართ დიფერენცირებადობის კლასიკურ მიმართულებასთან. აღსანიშნავია, რომ ამ  
მიმართულებით მიღებული შედეგები  გამომდინარეობს ამონახსნის ვარიაციის ფორმუ-
ლიდან.

ვარიაციის ფორმულა, არაწრფივი ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლები-
სთვის, სადაც შეშფოთებას განიცდის განტოლების მარჯვენა მხარე, საწყისი მომენტი და 
ვექტორი, პირველად, დამტკიცებული  იყო  რ. გამყრელიძის მიერ [16]. მანვე  შემოიღო  
ტერმინი ”ამონახსნის ვარიაციის ფორმულა”. ფუნქციონალურ-დიფერენციალური 
განტოლებისთვის ერთი დაგვიანებით, ვარიაციის ფორმულაში საწყისი მომენტის 
შეშფოთებისა და  საწყისი პირობის წყვეტილობის ეფექტები პირველად გამოვლენილი 
იყო თ. თადუმაძის მიერ [48].

სადისერტაციო ნაშრომში, ვარიაციის ფორმულები დამტკიცებულია  (1) განტოლე-
ბისთვის წყვეტილი და  უწყვეტი საწყისი პირობით, საწყისი მონაცემების შეშფოთებების 
მიმართ. 



10

პირობას

                                                           0 0 0, ,x t t t t x t x                                                     (2)

ეწოდება წყვეტილი საწყისი პირობა, რადგანაც, საზოგადოდ ,    0 0 .x t t   (2) პირობა-

ში  t არის უწყვეტი საწყისი ფუნქცია, რომელიც ახასიათებს  სისტემის  მდგომარე-
ობას წარსულში ანუ სისტემის წინაისტორიას, ხოლო 0x ვექტორი არის სისტემის მდგო-
მარეობა საწყის 0t მომენტში. (2) პირობა მიუთითებს  იმაზე, რომ სისტემის ყოფაქცევა 0t

მომენტში შეიძლება არ იყოს მისი წარსულის უწყვეტი გაგრძელება არამედ იგი  შეი-
ძლება იცვლებოდეს მყისიერად, მაგალითად  ორგანიზმში ვირუსების მომენტალური
შემოჭრა, შემოსავლის მომენტალური ცვლილება  და ა. შ.

პირობას

        0,x t t t t 

ეწოდება უწყვეტი საწყისი პირობა, რადგანაც, ყოველთვის    0 0 .x t t

წყვეტილი  საწყისი პირობის შემთხვევაში, საწყისი მონაცემების ქვეშ იგულისხმება 
საწყისი მომენტის,  ფაზურ კოორდინატებში შემავალი დაგვიანების პარამეტრების, 
საწყისი ვექტორის, საწყისი და მართვის ფუნქციების ერთობლიობა, ხოლო უწყვეტი  
საწყისი პირობის შემთხვევაში საწყისი მონაცემების ერთობლიობა, განსხვავებით 
ზემოაღნიშნულისა,  არ შეიცავს საწყის ვექტორს.

პირველ თავში, ძირითადი ინტერვალის მარჯვენა ბოლოს მიდამოში, დამტკიცე-
ბულია  ვარიაციის ფორმულები (ლოკალური ფორმულები) (1) სამართი განტოლე-
ბისთვის წყვეტილი საწყისი პირობით, საწყისი მომენტის ცალმხრივი და ორმხრივი 
ვარიაციის შემთხვევისთვის. 1.1 პუნქტში ჩამოყალიბებულია ძირითადი თეორემები; 
ამოწერილია ლოკალურ ვარიაციის ფორმულებში საწყისი მონაცემების შეშფოთებისა  
და წყვეტილი საწყისი პირობის ეფექტები; დადგენილია განტოლებისა და საწყისი 
პირობის სახე რომელსაც აკმაყოფილებს ამონახსნის ვარიაცია; დადგენილია 
შეშფოთებული განტოლების მიახლოებითი ამონახსნის ანალიზური სახე; 
საილუსტრაციოდ განხილულია მაგალითი.

აღვნიშნავთ, რომ,  თეორემა 1.1-1.3–ის მსგავსი  თეორემები აგრეთვე სამართლიანია 
განტოლებისათვის

              1 1, , ,..., , , ,..., . (3)s kx t f t x t x t x t u t u t u t       

ამავე პუნქტში (3) განტოლებისთვის და შესაბამისი წრფივი განტოლებისთვის 
ამოწერილია ვარიაციის ფორმულები. (3) განტოლებისათვის ვარიაციის ფორმულების 
დამტკიცება ხორციელდება 1.3 და 1.4 პუნქტებში მოყვანილი სქემით და არანაირ 
სიძნელეს არ წარმოადგენს. შევნიშნავთ, რომ ოპტიმალურობის აუცილებელი პირო-
ბების დამტკიცებისას გამოიყენება (3) განტოლების  შესაბამისი ვარიაციის ფორმულა. 

1.2  პუნქტში დადგენილია ამონახსნის ნაზრდის რიგი მცირე პარამეტრის მიმართ  და 
გამოთვლილია მისი მნიშვნელობა საწყის მომენტში. ეს შედეგები არსებითად 
გამოიყენება ვარიაციის ლოკალური ფორმულების დამტკიცებისას, რომელიც 
განხორციელებულია  1.3  და 1.4  პუნქტში. 

სადისერტაციო ნაშრომში სიახლეს წარმოადგენს ის გარემოება, რომ ვარიაციის 
ფორმულები აქ დამტკიცებულია სამართი განტოლებისთვის მრავალი დაგვიანებით, 
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სადაც [50, 51] ნაშრომებისგან განსხვავებით განხორციელებულია დაგვიანების 
პარამეტრების შეშფოთება, ხოლო [52] შრომისგან განსხვავებით საწყისი მომენტისა და 
დაგვიანებების ვარიაცის ნიშნები, საზოგადოდ,  ერთმანეთს არ ემთხვევა.

მეორე თავში, მთელს ძირითად ინტერვალზე, დამტკიცებულია  ვარიაციის 
ფორმულები (გლობალური ფორმულები) (1) სამართი განტოლებისთვის უწყვეტი 
საწყისი პირობით, საწყისი მომენტის ცალმხრივი და ორმხრივი ვარიაციის 
შემთხვევისთვის. 2.1 პუნქტში ჩამოყალიბებულია ძირითადი  თეორემები; ამოწერილია 
გლობალურ ვარიაციის ფორმულებში საწყისი მონაცემების შეშფოთებისა  და უწყეტი 
საწყისი პირობის ეფექტები; დადგენილია განტოლებისა და საწყისი მონაცემების სახე 
რომელსაც აკმაყოფილებს ამონახსნის ვარიაცია;  დადგენილია შეშფოთებული განტო-
ლების მიახლოებითი ამონახსნის ანალიზური სახე; საილუსტრაციოდ განხილულია 
მაგალითი. ამავე პუნქტში (3) განტოლებისთვის უწყვეტი საწყისი პირობით აგრეთვე 
ამოწერილია ვარიაციის ფორმულა. 

2.2  პუნქტში დადგენილია ამონახსნის ნაზრდის რიგი მცირე პარამეტრის მიმართ  და 
გამოთვლილია მისი მნიშვნელობა საწყის მომენტში, რომლებიც არსებითად გამოიყენება  
ვარიაციის გლობალური ფორმულების დამტკიცებისას, რომლებიც განხორცი-
ელებულია 2.3 და 2.4 პუნქტში.

აღვნიშნავთ, რომ ვარიაციის ფორმულების დამტკიცება განხორციელებულია [49]-ში 
მოყვანილი მეთოდის საფუძელზე.   

სადისერტაციო ნაშრომის მეორე ნაწილი ეხება ოპტიმალური ამოცანების 
გამოკვლევას. ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობა–პონტრიაგინის მაქსიმუმის 
პრინციპის ანალოგი სწრაფქმედების ოპტიმალური ამოცანისათვის 

          0 1, , , , , ,x t f t x t x t u t t t t  

     0 0, , ,x t t t t t     1 1,x t x

1 0 mint t 

პირველად დამტკიცებული  იყო გურამ ხარატიშვილის მიერ ნაშრომში [23], ამ შედეგის
გავრცელებას სხვადასხვა კლასის ოპტიმალურ ამოცანებზე დაგვიანებით მრავალი 
ნაშრომი მიეძღვნა, მათშორის  [3, 4, 7, 8, 10, 15, 17-19, 24, 29-32, 34, 35, 37, 42, 45, 49].  

მესამე თავში განხილულია ოპტიმალური ამოცანა წყვეტილი საწყისი პირობით

              

                
     

  
  

1 1 0 1

0 0 0

0 1 1 0 1

0
0 1 1 0 1

, , ,..., , , ,..., , , ,

, , ,

, , ,..., , , 0, 1, ,

, , ,..., , , min .

s k

i
s

s

x t f t x t x t x t u t u t u t t t t

x t t t t x t x

q t t x x t i l

q t t x x t

   



 

 

      


  


 
 



             (4)

3.1 პუნქტში თეორემების სახით მოყვანილია ელემენტის (ელემენტის ქვეშ იგული-
სხმება საწყისი მონაცემისა და საბოლოო მომენტის ერთობლიობა) ლოკალურად 
ოპტიმალურობის  აუცილებელი პირობები: საწყისი და საბოლოო მომენტებისთვის
უტოლობისა და ტოლობის სახით; დაგვიანების პარამეტრებისთვის ტოლობის სახით; 
საწყისი ვექტორისთვის ტოლობის  სახით; საწყისი და მართვის ფუნქციებისთვის ინტე-
გრალური მაქსიმუმის პრინციპის ფორმით. ზოგადი შედეგები დაკონკრეტებულია 
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ოპტიმალური ამოცანისათვის  დამაგრებული ბოლოებით და ინტეგრალური ფუნქციო-
ნალით.
   თეორემა 3.1 დამტკიცებულია 1.1 პუნქტში (3) განტოლებისთვის მოყვანილი 
ამონახსნის ვარიაციის ფორმულებისა და კრიტიკულობის გამყრელიძე-ხარატიშვილის 
აუცილებელი პირობის საფუძველზე [49]. სახელდობრ, ვექტორულ სივრცეში აგებულ 
სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილ სიმრავლეზე შემოღებულია ასახვა, დამტკი-
ცებულია მისი უწყვეტობა და კრიტიკულობა ამოზნექილ ფილტრზე, გამოთვლილია 
ასახვის დიფერენციალი, ამის შემდეგ კრიტიკულობის აუცილებელი პირობიდან 
მიღებულია ელემენტის ლოკალურად ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობები.
   მეოთხე თავში განხილულია ოპტიმალური ამოცანა უწყვეტი საწყისი პირობით.
ანალოგიური სქემით დამტკიცებულია ელემენტის (ამ შემთხვევაში ელემენტი არ 
შეიცავს საწყის ვექტორს) ლოკალურად ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობები.

სადისერტაციო ნაშრომის ძირითადი შედეგები მოხსენებული იყო სამეცნიერო 
სემინარებზე  (თსუ გმი, ნანტის უნივერსიტეტი), საერთაშორისო კონფერენციაზე 
(კვიპროსი, ბაქო, ჩინეთი,  ისრაელი)  და გამოქვეყნებულია [39–46] შრომებში.

კვლევა განხორციელდა შოთა რუსთაველის ეროვნული სამეცნიერო ფონდის 
ფინანსური მხარდაჭერით [გრანტის ნომერი № PhD_F_17_89].     
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თავი I. ამონახსნის ვარიაციის ლოკალური ფორმულები სამართი 
ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლებისათვის მრავალი 

დაგვიანებით და  წყვეტილი საწყისი პირობით

1.1. ამოცანის დასმა და ძირითადი შედეგების ფორმულირება

ვთქვათ, n
 არის  1,...,

Tnx x x წერტილების n – განზომილებიანი ვექტორული

სივრცე, სადაც T აღნიშნავს ტრანსპონირების ოპერაციას. ვთქვათ, [ , ]I a b არის 

სასრული ინტერვალი, ხოლო 1 20 ,i ih h  1,i s მოცემული რიცხვებია; ვთქვათ nO  

და 0
rU   არის ღია სიმრავლეები, ხოლო n – განზომილებიანი  1, , , ..., ,sf t x x x u

ვექტორ–ფუნქცია აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს:

ა) თითქმის ყველა t I   ფუნქცია   1
0, : s nf t O U    უწყვეტად წარმოებადია; 

ბ) ყოველი ფიქსირებული   1
1 0, ,..., , s

sx x x u O U  წერტილისათვის ფუნქციები

1 1 1 1
1

( , , ,..., , ), ( , , ,..., , ), ( , , ,..., , ), 1, , ( , , , ..., , )
i

s

s x s x s u s
i

f t x x x u f t x x x u f t x x x u i s f t x x x u




ზომადია I ინტერვალზე; 

  გ)  ნებისმიერი K O და 0U U კომპაქტებისათვის  არსებობს ფუნქცია 

 , 1( ) , , [0, )K Um t L I      ისეთი, რომ ადგილი აქვს უტოლობას

)(),(),(),(),,...,,,( ,
1

1 tmtftftfuxxxtf UKu

s

i
xxs i

 


ყოველი    1
1, ,..., , s

sx x x u K U  და თითქმის ყველა .t I

  ვთქვათ  არის  უწყვეტი  1 ˆ: [ , ]I b O   ფუნქციების სივრცე, სადაც

 12 2ˆ max ,..., sa h h   და ვთქვათ  არის ზომადი   ,u t t I ფუნქციების სიმრავლე, 

რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას   0clu I U და არის კომპაქტური სიმრავლე r
 -ში. 

   ყოველ 0 1 0 11 12 1 2( , ,..., , , , ) [ , ) [ , ] ... [ , ]s s st x u a b h h h h O           ელემენტს შევუ-

საბამოთ  დაგვიანებულ არგუმენტიანი სამართი ფუნქციონალურ-დიფერენციალური

განტოლება  

                                                                  1, , ,..., ,sx t f t x t x t x t u t                              (1.1)       

წყვეტილი საწყისი პირობით
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                                                                                0 0 0ˆ, , , .x t t t t x t x                                         (1.2)

განსაზღვრება 1.1.  ვთქვათ  0 1 0, ,..., , , , .st x u     ფუნქციას    ; ,x t x t O 

 1,̂ ,t t  1 0 , ,t t b ეწოდება (1.1) განტოლების ამონახსნი (1.2) საწყისი პირობით, ან  

ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი, განსაზღვრული  1,̂ t ინტერვალზე, თუ ის

აკმაყოფილებს (1.2) - პირობას და აბსოლუტურად უწყვეტია  0 1,t t ინტერვალზე და

აკმაყოფილებს (1.1) განტოლებას თითქმის ყველგან  0 1,t t ინტერვალზე.

ვთქვათ,        0 00 10 0 00 0 0 11 12 1 2, ,..., , , , , , ... ,s s st x u a b h h h h O          ფიქსირებული 

ელემენტია. შემოვიღოთ ვარიაციათა სიმრავლე

   0 1 0 0 00 1 2 0, ,..., , , , : , , ( , ) , 1, ,s i i i iV t x u t a b t h h i s               

0 00 0 0 0
1

, , , 1, , , , , 1, ,
k

i i i i
i

x O x i k u u t i s         


         

0 , , 1, , ,ix i k u        

სადაც 0  ფიქსირებული რიცხვია,     00 0 0 00 0, : ,a b t t t t t a b      და 

  sup : .u u t t I  

ვთქვათ, 0 ( )x t არის 0 ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი განსაზღვრული  10,̂ t

ინტერვალზე. არსებობს რიცხვები  1 0  და 1 0  ისეთი, რომ ნებისმიერი

   1, 0, V    ელემენტისათვის 0     და მას შეესაბამება ამონახსნი

 0;x t   განსაზღვრული ინტერვალზე  10 1 1,̂ t I   (იხ. თეორემა 1.8, გვ. 28, [49]).                                                                                                                       

ცხადია, რომ   0;x t  ამონახსნი არის 0 ( )x t ამონახსნის გაგრძელება  10 1,̂ t  ინტე-

რვალზე. ამიტომ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 0 ( )x t ამონახსნი განსაზღვრულია       

 10 1,̂ t  ინტერვალზე.    

შემოვიღოთ   0 0( ) : ; ,x t x t   10 1,̂t t   ამონახსნის ნაზრდი:

                                         0 0 1; ; , , 0, .x t x t x t V                                     (1.3)
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ამოცანის ფორმულირება: ამონახსნის ნაზრდი   ;x t  გარკვეულ ინტერვალზე 

 00 10 1Î t t   წარმოადგინეთ ორი შესაკრების სახით ისეთნაირად, რომ პირველი 

შესაკრები იყოს  - ის მიმართ პირველი ხარისხის, ხოლო მისი კოეფიციენტი  იყოს 

წრფივი ასახვა საწყისი მონაცემების შეშფოთებების მიმართ. გარდა ამისა, მეორე 

შესაკრები  - თან შედარებით იყოს მაღალი რიგის უსასრულო მცირე თანაბრად 

ˆ( , )t I V  


მიმართ , სადაც V̂ V რაიმე სიმრავლეა.

თეორემა 1.1.  ვთქვათ შესრულებულია შემდეგი პირობები:

1.1) 0 10...s   და 00 0 10;st t 

1.2) ფუნქცია  0 t აბსოლუტურად უწყვეტია, ხოლო  0 ,t 1t I შემოსაზღვრული;

1.3) ფუნქცია  , ,f w u სადაც  1, , , ..., sw t x x x შემოსაზღვრულია 1
0

sI O U  -ზე;

1.4) არსებობს სასრული ზღვარი

  
0

0lim , ,
w w

f w u t f 


   1

00, ,sw a t O  

სადაც     0 00 00 0 00 10 0 00 0, , ,..., ;sw t x t t     

1.5) არსებობს სასრული ზღვრები

   
     

0 0
1 2 1 2

1 0 2 0
, ,

lim , , ,
i i i i

i i i
w w w w

f w u t f w u t f


   

სადაც   1
1 2, , , 1, ,s
i iw w a b O i s  

     
1

0
00 0 0 00 0 0 00 0 10 0 00 0 10, , ,..., ,

i i i i i iw t x t x t x t            

   00 0 00 0 10 0 00 0 0, ,..., ,i i i sx t t        

     
2

0
00 0 0 00 0 0 00 0 10 0 00 0 10, , ,..., ,

i i i i i iw t x t x t x t            

     0 00 0 00 0 10 0 00 0 0, ,..., ,i i i st t t         

მაშინ არსებობს  2 10,  და  2 10,  რიცხვები, რომელთათვისაც 10 2 00 0st t   

ისეთი, რომ  ნებისმიერი      10 2 10 2 2, , , 0,t t t V          ადგილი აქვს ტოლობას

                                          ; ; ;x t x t o t      ,                                               (1.4) 

სადაც  0: 0V V t     და

                                                 00 0; ; ; ,x t Y t t f t t                                                    (1.5)
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      00 0 00 0 0 00 0
1 1

; ; ; ( ; )
s s

i i i i
i i

t Y t t x Y t t f t Y t t f     
 

 
     

 
 

     
00

0 0;
i

t

x i i

t

Y t f x d        

           
00

00 0 00

0 0
1

; ; ,
i

i

t ts

i x i u
i t t

Y t f d Y t f u d


           
 

     

აქ იგულისხმება, რომ 

           
00 0

00 00

0 0 0 0; ;
i

i i

tt

x i x i

t t

Y t f x d Y t f d


          


    

     
00 0

0 0; ;
i

i

t

x i

t

Y t f x d


    


  

 ;Y s t არის n n მატრიც–ფუნქცია, რომელიც აკმაყოფილებს განტოლებას

                                         0 0 00
1

; ; ; , ,
i

s

x i x i
i

Y t Y t f Y t f t t        


                             (1.6)

და პირობას

                                                               
, ,

;
, ;

H t
Y t

t







  
                                                        (1.7) 

აქ

          0 0 10 0 0 0, , , , ..., , ,
i i ix x x s

i

f f f f x x x u
x

       
   


H არის ერთეულოვანი მატრიცა, ხოლო   ნულოვანი მატრიცა,

 
0

;
lim 0,

o t





 თანაბრად    10 2 10 2, , .t t t V      

ზოგიერთი კომენტარი.   ;x t  ფუნქციას ეწოდება   0 ,x t  10 2 10 2,t t t   

ამონახსნის პირველი ვარიაცია, ხოლო (1.5) გამოსახულებას ამონახსნის ვარიაციის  
ფორმულა; ზოგადობის შეუზღუდავად , ყოველთვის შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ  
უტოლობა 0 10...s   შესრულებულია.

   00 00 0 0
1

; ;
s

i i
i

Y t t f Y t t f t 



     


       
00

00 0 0 0
1

; ;
i

ts

i i x i i
i t

Y t t f Y t f x d      
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შესაკრები (1.5) ფორმულაში  არის 00t საწყისი მომენტის (1.2) წყვეტილი საწყისი 

პირობისა და , 1,i i s  დაგვიანებების  შეშფოთების ეფექტი.

გამოსახულება

       
00

00 0

00 0 0 0
1

; ;
i

i

ts

i x i
i t

Y t t x Y t f d


       
 

   

     
00

; ,
t

u

t

Y t f u d     

ფორმულა (1.5) - ში არის საწყისი 00x ვექტორის, საწყისი  0 t ფუნქციისა და მართვის

 0u t ფუნქციის შეშფოთების ეფექტი.

ადვილი მისახვედრია, რომ (1.5) შეიძლება ასე წარმოვადგინოთ :  

     0
1

; ; ; ,
s

i
i

x t x t x t     


 

სადაც 

          
00

00 0

0 00 0 0 0 0
1

; ; ;
i

i

ts

i x i
i t

x t Y t t x f t Y t f d


          

 

     

         
00

0 0
1

; ,
i

t s

u x i i
it

Y t f u f x d        


     
 

     00 0 0; ; , 1, .i i i ix t Y t t f t i s        

კოშის ფორმულის ძალით (იხ. ლემა 2.3, გვ. 31, [49]) დავასკვნით, რომ 

 
   
   

00

0

0 00 10 2

, , ,

; , ,

t t t
x t

x t t t t

 


  

  
 



ფუნქცია აკმაყოფილებს წრფივ  არაერთგვაროვან განტოლებას 

                 0 0 0
1 1

i i

s s

x x i u x i i
i i

x t f t x t f t x t f t u t f t x t      
 

       

საწყისი პირობით 

       00 00 00 0, , , ;x t t t t x t x f t        
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ხოლო 

 
 

   
00 0

00 0 10 2

0, , ,

; , ,

i

i

i i

t t
x t

x t t t t

 


   

   
  



ფუნქცია აკმაყოფილებს წრფივ ერთგვაროვან განტოლებას 

         0
1

i

s

x x i
i

x t f t x t f t x t   


  

საწყისი პირობით 

       00 0 00 0 00, , , .i i i ix t t t x t f t            

ამრიგად,  ამონახსნის პირველი ვარიაცია შეიძლება გამოვთვალოთ ორი გზით: 
პირველი –– ვიპოვოთ  მატრიც ფუნქცია  ; ,Y t მეორე – ვიპოვოთ 1s  რაოდენობა 

წრფივ განტოლებათა ამონახსნები.

თეორემა 1.2. ვთქვათ  შესრულებულია თეორემა 1.1 - ის 1.1)-1.3) და 1.5) პირობები

ამასთან, არსებობს სასრული ზღვარი

                                                 
0

0lim , ,
w w

f w u t f 


   1

00 , ,sw t b O                                       (1.8)

მაშინ არსებობს  2 10,    და  2 10,  რიცხვები ისეთი, რომ 10 2 00 0st t    და 

ნებისმიერი      10 2 10 2 2, , , 0, ,t t t V          სადაც  0: 0V V t     ადგილი 

აქვს (1.4) ფორმულას, სადაც
                                                     00 0; ; ; .x t Y t t f t t                                                (1.9)

თეორემა 1.3.   ვთქვათ შესრულებულია თეორემა 1.1 - ის  1.1)-1.5) პირობები და (1.8) 
პირობა. ამასთან, ˆ: .f f f     მაშინ არსებობს რიცხვები  2 10,  და  2 10,  , 

ისეთი, რომ   10 2 00 0st t    და ნებისმიერი      10 2 10 2 2, , , 0, ,t t t V         ადგილი 

აქვს (1.4)  ფორმულას, სადაც

     00 0
ˆ; ; ; .x t Y t t f t t      

თეორემა 1.3 არის თეორემა 1.1 და 1.2 შედეგი.
შევნიშნავთ, რომ,  თეორემა 1.1-1.3–ის მსგავსი  თეორემები სამართლიანია 

განტოლებისათვის

              1 1, , ,..., , , ,...,s kx t f t x t x t x t u t u t u t       
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  წყვეტილი საწყისი პირობით

       0 0 0ˆ, , , .x t t t t x t x   

სადაც განტოლების მარჯვენა მხარე, n – განზომილებიანი  1 1, , , ..., , , , ...,s kf t x x x u u u

ვექტორ–ფუნქცია აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს:

ა) თითქმის ყველა t I   ფუნქცია   1 1
0, : s k nf t O U     უწყვეტად წარმოებადია; 

ბ) ყოველი ფიქსირებული   1 1
1 1 0, ,..., , , , ..., s k

s kx x x u u u O U   წერტილისათვის ფუნქციები

         
1

, , , , , , 1, , , , , 1,
i i

s

x x u u
i

f t f t f t i s f t f t i k


      
ზომადია I ინტერვალზე; 
  გ) ნებისმიერი K O და 0U U კომპაქტებისათვის  არსებობს ფუნქცია 

     , 1 , , 0,K Um t L I      ისეთი, რომ ადგილი აქვს უტოლობას

           1 ,
1 1

, , ,..., , , , , ,
i i

s k

s x x u u K U
i i

f t x x x u f t f t f t f t m t
 

          .

ამ შემთხვევაში გვექნება (იხ. თეორემა 1.1):

                                            00 0 10 2 10 2; ; ; , ,x t Y t t f t t t t t                                   (1.10)

სადაც                  

      
0

0 0 1 0lim , , ,..., ,k
w w

f w u t u t u t f  


       1

00, ,sw a t O  

       00 0 00 0 0 00 0
1 1

; ; ; ;
s s

i i i i
i i

t Y t t x Y t t f t Y t t f     
 

       
 

     
00

0 0;
i

t

x i i

t

Y t f x d        

           
00

00 0 00

0 0
1

; ; .
i

i

t ts

i x i u
i t t

Y t f d Y t f u d


           
 

     

     
00

1

; ,
i

tk

u i
i t

Y t f u d     


  

                      
              0 0 10 0 0 0 0 1 0, , ,..., , , ,..., .

i ix x s kf f x x x u u u               

ვთქვათ 

         1 1
1 1

, , ,..., , , ,..., ,
s k

s k i i i i
i i

f t x x x u u u A t x A t x B t u B t u
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სადაც ( ),A t ( ),iA t 1, ,i s ( ),B t   ,iB t 1,k უწყვეტი მატრიც ფუნქციებია, ხოლო 0 ( )u t

ფუნქცია უწყვეტია წერტილებში 00 00, , 1,..., .it t i k    ამ შემთხვევაში გვექნება

               00 00 0 00 00 0 00 0 00 0 00
1

; ;
s

i i
i

x t Y t t A t x t A t x t B t u t  


    


       00 0 00 0 10 2 10 2
1

; , ,
k

i i
i

B t u t t t t t t     


     


სადაც

          00 0 00 0 00 0 00 0 00 0
1

; ; ;
s

i i i
i

t Y t t x Y t t A t x t t      


 
     

 


      00 0 00 0 00 0 00
1

;
s

i i i
i

Y t t A t x t  


   

           
00

00 0 00

0 0
1

; ; .
i

t ts

i i i
i t t

Y t A d Y t B u d


           
 

     

     
00

1

; .
tk

i i
i t

Y t B u d     


  
შეშფოთებული განტოლების ამონახსნი გამოითვლება ფორმულით

       0 0; ; ; ,x t x t x t o t        ,t I

უკანასკნელი ფორმულა საშუალებას გვაძლევს ვიპოვოთ შეშფოთებული განტოლების 
მიახლოებითი ამონახსნი ანალიზური ფორმით. ფაქტობრივად, მცირე 0  -თვის 
მივიღებთ                                            

     0 0; ; ,x t x t x t       10 10, .t t t   

ქვემოთ, შეშფოთებული განტოლების მიახლოებითი ამონახსნის აგებასთან დაკავში-
რებით, მაგალითის სახით განხილულია ერთი დაგვიანების შემცველი სამართი 
ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლება წყვეტილი საწყისი პირობით

მაგალითი.

a) ვთქვათ, 00 0,t  10 3,t  11 0.5,h  12 1.5,h  0 1,   0 1,t  00 2,x  1.5, 

     
00

0 0;
t

i i i

t

Y t A x d        
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2

2 2
0

2 2

2 2 1, 0,1 ,

2 4 1 1 3, 1,2 ,

2 4 1 4 5 3, 2,3 ,

t t

u t t t t

t t t

   
     

     

ე.ი. ამ შემთხვევაში  0 01, 2,1,u  და განვიხილოთ თავდაპირველი სკალარული 

განტოლება

              2 2 2
0 0, , 1 , 2 1 1,x t f t x t x t u t x t x t u t        0,3 ,t

საწყისი პირობით

  1,x t   1.5,0 ,t   0 2.x 

ადვილი დასანახია, რომ

   
 
 
 

0 0

1, 1.5,0 ,

; 0,1 ,2,

1,3 .4 1,

t

x t x t tt

tt


  
  
 

b) შემოვიღოთ სიმრავლეები:

 4 42 : ,O R        2 21 2 cos : ,t R          0 3 3sin : .u t t R    

ვარიაციათა სიმრავლე იქნება

    0 1 0 4 2, , , : 0.5,1.5 1, 2, 2 cos 1,V x u x O t                   

3 0sin , , 1, 4 ,iu t u i      

სადაც 0  მოცემული რიცხვია.

ვთქვათ 0  რიცხვი იმდენად მცირეა, რომ  0, 0.5,1.5V O       

და არსებობს ამონახსნი  0;x t   განსაზღვრული  1.5,3 შუალედზე.

 1.5,3 ინტერვალზე ანალიზურად ვიპოვოთ შეშფოთებული კოშის ამოცანის 

ამონახსნი მეორე გზით, რომელიც გულისხმობს წრფივი განტოლების ამოხსნას (იხ. გვ. 
16).

c) შეშფოთებული განტოლება
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                22 2
1 1 0 3, , 1 , 2 1 sin 1, 0,3x t f t x t x t u t x t x t u t t t              

შეშფოთებული საწყისი პირობით

  21 2 cos ,x t t   1.5,0 ,t    40 2 ,x  

ცხადია, რომ

   04 ,xf t x t    02 1 ,yf t x t     02 .uf t u t 

ამრიგად,

   0 ; , 1.5,3x t t    და    1 ; , 1,3x t t   ფუნქციები შესაბამისად იქნება შემდეგი 

კოშის ამოცანების ამონახსნები (იხ. გვ. 17 და 18)

ამდენად, 

                        
             

   
     

0 0 1 0 0

3 0

2 4

4 2 1 1 2 1 1

2 sin , 0,3 ,

2 cos , 1.5,0 , 0 ;

x t x t x t x t x t x t x t

tu t t

x t t t x

   


   

       
  
    

 



                      (1.11)

შესაბამისად, გვექნება 

                                          
     

0 0

1 1 1

4 2 1 1 , 1,3 ,

0, 0,1 , 1 3 .

x t x t x t x t x t t

x t t x f

  
   

     
      


                                (1.12)

აქ 1f არის წყვეტილი საწყისი პირობის ეფექტი და მას აქვს სახე

      1 00 0 00 0 00 0 001, 1 , 1 1 , 1f f t x t x t u t     

      00 0 00 0 00 0 001, 1 , 1 1 , 1 4 1 3.f t x t t u t        

ელემენტარული გარდაქმნებით (1.11) განტოლების ამონახსნია

 

 
 
 
 

 
 
 

2

01
0

02

03

2 cos , 1.5,0 ,

, 0,1 ,
;

, 1, 2 ,

, 2,3 ,

t t

x t t
x t

x t t

x t t




 



  


 


 

                                                   (1.13)

სადაც
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          22 4 2 4
01 4 2 3

0

4 cos 1 2 2 1 1 ,
t

t t s sx t e e s s ds      
      

 


             
2 28 2 1 8 1 2

02 01 11 1

1

1 2 1 1 2 1
t

t t s s
x t e x e s x s s   

   
      




    2

32 sin 2 4 1 1 3 ,s s s ds    

             
2 28 2 6 8 6 2

03 02 02 1

2

2 2 4 5 1 8 4 5
t

t t s s
x t e x e s x s s   

   
      




   2 2

32 2 4 1 4 5 3 .s s ds       

(1.12) განტოლების  1 ;x t  ამონახსნს აქვს სახე

   
 

 
 
 

1 11

12

0, 0,1 ,

; , 1,2 ,

, 2,3 ,

t

x t x t t

x t t

  


 
 
 

                                           (1.14)

სადაც

   28 2 1

11 13 ,
t t

x t e 
 

 

           
2 28 2 6 8 6 2

12 11 11

2

2 2 4 5 1 .
t

t t t t
x t e x e s x s ds      

      
 



ამრიგად, შეშფოთებული განტოლების მიახლოებულ ამონახსნს  0;x t   აქვს სახე

        0 0 1; 4 1 ; ; , 1.5,3x t t x t x t t           

(იხ (1.13) და (1.14)).

1.2. ლემები  ამონახსნის ნაზრდის შეფასების შესახებ

  ყოველ  0 1 0, ,..., , , ,st x u     ელემენტს შევუსაბამოთ ფუნქციონალურ-დიფე-

რენციალური განტოლება                                        

                                                    0 1, ,..., , , ,sy t f t y u t                                                       (1.15)
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საწყისი პირობით                                                       

                                                                0 0 ,y t x                                                                       (1.16)

სადაც

             0 1 0 1 0, ,..., , , , , , , , ,..., , , ,s sf t y u t f t y t h t y t h t y t u t        

ხოლო   0 , ,h t y t ოპერატორი განისაზღვრება ფორმულით                          

                                                          
   

0
0

0

ˆ, ,
, ,

, , .

t t t
h t y t

y t t t b

 


   
                                           (1.17)

განსაზღვრება 1.2. აბსოლუტურად უწყვეტ ფუნქციას    ; ,y t y t O   1 2,t r r I 

ეწოდება (1.15) განტოლების ამონახსნი (1.16) საწყისი პირობით ან   ელემენტის

შესაბამისი ამონახსნი, განსაზღვრული  1 2,r r ინტერვალზე, თუ    0 1 2 0 0, ,t r r y t x  და 

ფუნქცია  y t აკმაყოფილებს (1.15) განტოლებას თითქმის ყველგან  1 2,r r

ინტერვალზე.

შენიშვნა 1.1. ვთქვათ  ; ,y t   1 2,t r r არის  0 1 0, ,..., , , ,st x u     ელემენტის 

შესაბამისი ამონახსნი. მაშინ ფუნქცია                                         

                                                              0 2ˆ; , , ; , , ,x t h t y t t r                                       (1.18)

არის (1.1) განტოლების ამონახსნი (1.2) საწყისი პირობით (იხ. განსაზღვრება 1.1. და

(1.17)).

ლემა 1.1. ვთქვათ  0y t არის 0 ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი განსაზღვრული 

   1 2, ,r r a b ინტერვალზე; ვთქვათ  00 1 2, ,t r r  0 1 2, ,i i ih h  1,i s და ვთქვათ 1K O

არის კომპაქტური სიმრავლე, რომელიც შეიცავს     0 1 0 1 2,I y r r  სიმრავლის რაიმე 

მიდამოს, ხოლო 01 UU  არის კოპაქტური სიმრავლე, რომელიც შეიცავს )(0 Iclu სიმრავლი 

მიდამოს . მაშინ არსებობს რიცხვები 1 0  და 1 0  ისეთი, რომ ნებისმიერი 

1( , ) (0, ) ,V    გვაქვს 0 .   ამასთან, ამ ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი 

 0;y t   განსაზღვრულია ინტერვალზე  1 1 2 1, .r r I   

გარდა ამისა,           
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0 1 1

0 1

0 1 1 1 2 1

( ) ( ) ( ) , ;

, ;

; , ,

t t t K t I

u t u t u t U t I

y t K t r r

  



   

    


   
     

                                        (1.19)

და

   0 0
0

lim ; ;y t y t


  


  , თანაბრად    1 1 2 1, , .t r r V     

ეს ლემა არის თეორემა 1.8 - ის შედეგი ([49], გვ. 28).

ლემა 1.2. ვთქვათ  0x t არის  0 00 10 0 0 0 0, ,..., , , ,st x u     ელემენტის შესაბამისი 

ამონახსნი განსაზღვრული  10,̂ t ინტერვალზე (იხ. განსაზღვრება 1.1); ვთქვათ 

 00 10, , ,t t a b  0 1 2, ,i i ih h  si ,1   და ვთქვათ 1K O არის კომპაქტური სიმრავლე, 

რომელიც შეიცავს     0 1 0 00 10,I x t t  სიმრავლის რაიმე მიდამოს. მაშინ არსებობს 

რიცხვები 1 0  და 1 0  ისეთი, რომ ნებისმიერი 1( , ) (0, ) ,V    გვაქვს 0 .  

ამასთან, ამ ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი  0;x t   განსაზღვრულია 

ინტერვალზე  10 1 1,̂ .t I   ამასთან,                                                     

 0 1; ,x t K    10 1,̂ .t t                                                   (1.20)

ადვილი საჩვენებელია, რომ თუ ლემა 1.1-ში დავუშვებთ 1 00 ,r t 2 10 ,r t მაშინ 

   0 0 ,x t y t  00 10,t t t და

    0 0 0; , , , ,x t h t y           10 1 1ˆ( , , ) , 0,t t V       

(იხ. (1.18)). ამდენად, ლემა 1.2. წარმოადგენს ლემა 1.1-ის შედეგს (იხ. (1.19)).

შენიშვნა 1.2. ერთადერთობიდან გამომდინარეობს, რომ  0;y t  ამონახსნი არის  0y t

ამონახსნის გაგრძელება  1 1 2 1,r r   ინტერვალზე. მას კვლავ აღვნიშნავთ   0 .y t

    ლემა 1.1 საშუალებას გვაძლევს შემოვიღოთ    0 0;y t y t  ამონახსნის ნაზრდი 

                     0 0 1 1 2 1 1( ) ; ; , , , , 0, .y t y t y t y t t r r V                       (1.21)

ცხადია,                                                       

     
0

lim ; 0y t




  ,                                                             (1.22)

თანაბრად    1 1 2 1, ,t r r V      (იხ. ლემა 1.1).
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ლემა 1.3.  ვთქვათ 0 10...s   და 00 0 2 .st r  ამასთან, ვთქვათ  შესრულებულია თეორემა 

1.1 - ის 1.2)-1.4) პირობები. მაშინ არსებობს რიცხვი  2 10,  ისეთი, რომ                                              

    
 

   
00 2 1,
max

t t r
y t O




 
                                                          (1.23)

ნებისმიერი    2, 0, ,V     სადაც 

   
0

lim /O g


  


 , თანაბრად V  და   .g const  ამასთან,                                                   

   00 0 0 .y t x f t o                                                  (1.24)

დამტკიცება. ვთქვათ,  2 10,  იმდენად მცირეა, რომ ნებისმიერი    2, 0, V       

ადგილი აქვს უტოლობებს                                             

0 00 ,it t      ,,1 si                                                                (1.25)

სადაც 0 00 0 ,t t t  0 .i i i   

 00 2 1,t r  ინტერვალზე ფუნქცია      0y t y t y t     აკმაყოფილებს განტოლებას                                                       

   ; ,y t a t                                                                    (1.26)

სადაც
                                  0 1 0 00 10 0 0 0 0; , ,..., , , , , ,..., , , ,s sa t f t y y u t f t y u t                   (1.27)                

გადავწეროთ (1.26) ინტეგრალური ფორმით

     
00

00 ; .
t

t

y t y t a d      
საიდანაც გამომდინარეობს                                                   

        00 1 00; , ,y t y t a t t                                                 (1.28)

სადაც         

   
00

1 00; , ; ,
t

t

a t t a d        00 2 1, .t t r  

დავამტკიცოთ (1.24) ფორმულა. გვაქვს

00000000000 )();()( xxtytyty  

                                              
00

0

0 1 00, , ,..., ,
t

s

t

f t y t y t t t u t dt x                              (1.29)

(იხ. (1.25) და (1.17)).
ცხადია, თუ  0 00,t t t , მაშინ

               
00

0 1 0 0 10 0 0 0
0

lim , , ,..., lim , , ,..., ,s s
t t

t y t y t t t t y t t t w


       
  

       

(იხ. (1.22)). მაშასადამე,    
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0 00

0 10 ,
lim sup , , ,..., , 0.s

t t t
f t y t y t t t u t f


    

 
     

ამრიგად,

          
00

0

0 1 0, , ,..., ,
t

s

t

f t y t y t t t u t dt f t          

           
            

00

0

0 1 0, , ,..., , .
t

k

t

f t y t y t t t u t f dt f t o                            (1.30)

(1.29)-ში (1.30) გათვალისწინებით მივიღებთ (1.24)-ს. 

ახლა დავამტკიცოთ (1.23) უტოლობა. თავდაპირველად შევნიშნოთ, რომ   1K O და

1 0U U კომპაქტური სიმრავლეებისთვის არსებობს    
1 1, 1 ,K UL t L I   ფუნქცია ისეთი, 

რომ ადგილი აქვს უტოლობას

     
1 11 1 1 2 , 1 2

1

, , ,..., , , , ,..., ,
s

s s K U i i
i

f t x x x u f t y y y u L t x y x y u u


 
       

 


თითქმის ყველა It და ნებისმიერი   2, ,x y K   2, ,i ix y K 1, ,i s 1 2 1, .u u U (იხ.ლემა 

2.2, გვ. 29, [49]).

ახლა შევაფასოთ  1 00; , ,a t t   00 2 1, .t t r   ცხადია, რომ

                     
1 1 1 1

00 00

1 00 , 2 00 ,
1

; , ; , ,
t ts

K U i K U
it t

a t t L y d a t t L u d         


              (1.31)

სადაც

 dythyythLtta ii

t

t

UKi ))(,,())(,,()(),;( 0000000,002

00

11
 

(იხ. (1.27)).
აშკარაა, რომ

       
1 1 1 1

00

, , .
t

K U K U

t I

L u d L t dt O        
შემოვიღოთ აღნიშვნები:

 1 0 00 0min , ,i i it t        2 00 00 0max ,i i it t    

ცხადია, რომ 2 1 00i i t   და  2 1 .i i O   

ვთქვათ  00 11,t t  , მაშინ როცა  00 ,t t  , ყოველი si ,1 გვექნება 0i t   და 0 00.i t      

აქედან გმომდინარე,
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1 1

00

2 00 , 0 0; , .
t

i K U i i

t

a t t L d           

 0 ,t 1t I   ფუნქციის შემოსაზღვრულობიდან გვაქვს

         0 0 0 0 0i i i i i                                                                       

     
0

0 .
i

i

O t dt O
 

 

  




                                              

ამრიგად, როცა  00 1, it t  ,  მივიღებთ                                             

      2 00; , ,ia t t O  .,1 si                                               

მაშასადამე, როცა  00 1, it t  ,  მაშინ                                           

                                                    
1 1

00

1 00 ,; ,
t

K U

t

a t t O L y d                                    (1.32)

(იხ. (1.31)).
ვთქვათ  11 12,t   , მაშინ

     1 00 1 11 00 1 11; , ; , ; ,a t t a t a t      .

თეორემა 1.1-ის პირობით  ფუნქცია   | ; |a   ,  00 2 1, ,t r   შემოსაზღვრულია ე. ი.

                                                  1 11| ; , | ,a t O    11 12,t   .

მაშასადამე, როცა   11 12,t   გვაქვს     

           
11

1 1

00

1 00 1 11 00 ,; , ; , K U

t

a t t a t O O L y d


           

     
1 1

00

,

t

K U

t

O L y d      .

ამრიგად ,   00 12,t  ინტერვალზე (1.27)  ფორმულა სამართლიანია.

ვთქვათ  12 21,t   , მაშინ 001001 , tttt   , ხოლო ყოველი si ,2 გვაქვს 0i t   და

0 00.i t     ამ შემთხვევისთვის მივიღებთ

           
12

1 1

00

1 00 1 12 00 1 12 ,; , ; , ; , K U

t

a t t a t a t O L y d


            

       
1 1 1 1

12 12

, , 1

t t

K U K UL y d L y d
 

           

       
1 1

12

, 0 1 0 10 2 12
2

; ,
t s

K U i
i

L y y d a t


       


    
(იხ. (1.31)). ცხადია, რომ 



29

        
10

1

0 1 0 10 00 10 1 0 0 0, ,..., , , ,sy y f t y u t dt O
 

 

       




    

ხოლო

                             
1 1

12

2 12 , 0 0; , , 2, .
t

i K U i ia t L d O i s


               

ამრიგად, როცა  00 21,t t 

           
1

1 1 1 1

00 12 1

1 00 , , 1; ,
tt

K U K U

t

a t t O L y d L y d


 

        




      

       
1 1 1 1

00

, 1 , 1 12 1 00( ) , ,
t

K U K U

t

O L L y d t                   

სადაც    არის I ინტერვალის მახასიათებელი ფუნქცია. ამ  პროცესის გაგრძელებით 

შეიძლება დამტკიცდეს 

           
             

1 1 1 1

00

1

1 00 , ,
1

; , .
t s

K U i K U i
it

a t t O L s i L y d         




         
   (1.33)

ვთქვათ  2 2 1,st r   , მაშინ 

       1 00 1 2 00 1 2; , ; , ; ,s sa t t a t a t O       

         
2

1 1 1 1

00

1

, ,
1

s s

K U i K U i
it

L s i L y d


       




        


+          
1 1

2

, 0 0 0
1 1

s

t s s

K U i i i
i i

L y y y y d


        
 

          
 

             
1 1 1 1

00 00

1

, ,
1

t t s

K U i K U i
it t

O L y d s i L y d          




          
 

     
1 1

2

,
1

i

s i

ts

i K U i
i

L y d


 

      


 

    

           
1 1 1 1

00

, ,
1

1
t s

K U i K U i
it

O L s i L y d        


          


(იხ. (1.33)).  მაშასადამე, 

                   
1 1 1 1

00

1 00 , ,
1

; , 1
t s

K U i K U i
it

a t t O L s i L y d         


 
         

      (1.34)

(1.24) და (1.34) უტოლობების გათვალისწინებით (1.28) უტოლობიდან გამომდინარეობს
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1 1 1 1

00

, ,
1

,
t s

K U i K U i
it

y O L L y d         


        
    00 2 1,t t r  

საიდანაც გრონუოლის ლემის გამოყენებით, მივიღებთ (1.23)-ს.

ქვემოთ მოყვანილი ლემა უმნიშვნელო  ცვლილებებით  მტკიცდება  ლემა 1.3 -ის 
ანალოგიურად.

ლემა 1.4.  ვთქვათ 0 10...s   და 00 0 2 .st r  ამასთან, ვთქვათ  შესრულებულია თეორემა 

1.1 - ის 1.2),1.3) პირობები და პირობა (1.8). მაშინ არსებობს რიცხვები  2 10,  და 

 2 10,  ისეთი, რომ 

                                     
   

0 2 1,
max ,

t t r
y t O




 
    ნებისმიერი    2, 0, .V    

ამასთან,    

                                                          0 0 0 .y t x f t o        

1.3. თეორემა 1.1 დამტკიცება

ვთქვათ, ლემა 1.1.-ში 1 00r t და 2 10r t , მაშინ

     
   

0 00
0

0 00 10

ˆ, , ,

, , ,

t t t
x t

y t t t

   


და ნებისმიერი    2, 0, ,V    

         
   

0 0
0

0 0 10 1

ˆ: , , ,
;

; , ,

t t t t t
x t

y t t t

   
 

  
       

(იხ. (1.18)). შევნიშნოთ, რომ ,V  ე.ი. 0 00 ,t t აქედან გამომდინარე, გვაქვს

 
 

   
 

 
 

 

0

0 0 0 00

00 10 1

ˆ, ,

; , , ,

, ,

t t t

x t y t t t t t

y t t t t

 
  



 
    
   

(იხ. (1.3) და (1.23)). ლემა 1.3 - ით გვაქვს  

                                          00 10 2 2, , , , 0, ,x t O t t t V                                         (1.35)

                                                     00 00 0 .x t x f t o                                                  (1.36)
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ფუნქცია  x t აკმაყოფილებს განტოლებას

     0,x t f t x x f t    

                                          0 1
1

;
i

s

x x i u
i

f t x t f t x t f t u t t    


                              (1.37)

 00 10 1,t t  ინტერვალზე, სადაც

                  0 0 0 1 1 0 0, , , ,..., , ,s sf t x x f t x t x t x t x t x t x t u t u t                 

                                             0 0 10 0 0 0, , ,..., , ,sf t f t x t x t x t u t                                       (1.38)

                 1 0 0
1

; ,
i

s

x x i u
i

t f t x x f t f t x t f t x t f t u t    


         

კოშის ფორმულის გამოყენებით (1.37) განტოლების ამონახსნი შეიძლება 

წარმოვადგინოთ შემდეგი ფორმით:  

                                           
00

1

00 00
0

; ; ,
t

u p
pt

x t Y t t x t Y t f t u t dt R  


                            (1.39)

სადაც

 

     

     

00

00 0

00

0 0 00 0
1 1

0 0 0

1 1 00 1

: ; , ,

; ,

: ; , ; ;

i

i

s s

i i
i i

t

i i x i

t

t

t

R R t t R

R Y t f x d

R R t t Y t d





     

     

 




  


    


  


 





                                (1.40)

 ;Y t არის მატრიც-ფუნქცია, რომელიც აკმაყოფილებს (1.6) განტოლებას და (1.7) 

პირობას. ვთქვათ  2 10,  იმდენად მცირეა, რომ ადგილი აქვს უტოლობებს:

00 2 ,t a  00 0 10 2.st t     ;Y t ფუნქცია უწყვეტია სიმრავლეზე 

           00 2 00 10 2 10 2; : , , , ; : , ,t t t t t t t a t t a b                (იხ. ლემა 2.6, გვ. 

32, [49]) .

ამდენად,

                                            00 00 00 0 0; ; ; .Y t t x t Y t t x f t o t                                    (1.41)

(იხ. (1.36)). ადვილი საჩვენებელია, რომ 
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0 00

00 0 0

0 0 0 0 0; ;
i i

i

t t

i i x i i x i

t t

R Y t f d Y t f x d


             


       

     
0

00 0

0 0;
i

i

t

i x i

t

Y t f d


       


  

        
00 0

0 0

0; ; .
i

i

i

t

x i

t

Y t f x d o t




      




   
ამდენად,

          
0

00 0

0 0 0
1

;
i

i

ts

i x i
i t

R Y t f d


       
 

   

                                                  
00 0

0 0

0
1

; ; .
i

i

i

ts

x i
i t

Y t f x d o t




     


 

                                 (1.42)

ვთქვათ  ,1 0 00 0min , ,i i it t      ,2 0 00 0max ,i i it t     და ვთქვათ  2 10,  იმდენად 

მცირე რიცხვია, რომ

00 1,1,t  ,2 1,1,i i   1, 1,i s  ,2 10 2.s t  

ვთქვათ      2 1; , : ; ; ,t Y t       მაშინ როცა  10 2 10 2,t t t    გვაქვს

1
1

,
s

i
i

R w


  სადაც    
00 10

00

0 0 2; ; , ,
t

t

w w t t d


    


  

 
00 10

00 0

2 ; , ,
i

i

t

i

t

w t d




   




  1, 1,i s   
00 0

2 ; , .
s

t

s

t

w t d


   


 
ვთქვათ 1,1 0 1t   და 0 1 0 10 ,t t    მაშინ გვაქვს 0 01 02.w w w  აქ

 
0

00

01 2 ; , ,
it

t

w t d


   


        
00 10

0

02 0; ,
i

t

t

w Y t f x x f d




   




   

         
00 10

0 1

0
2

;
i

t s

x x i
it

Y t f x f x d




      




       


           
0 10 00 10

1 1

0 1 0 10

10 10; ;
t t

x x

t t

Y t f x d Y t f x d
 

 

         
 

 

      

     
0 10

0 1

;
t

u

t

Y t f u d




     




 

(იხ. (1.38)) შემოვიღოთ აღნიშვნები:
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               0 0 10 0 1 0 10 1; , , , ,...,f f x x x x x x                         

            0 0 0 0 0 0, ,s s s sx x x x u u                  

     ; , ; , ,x xf f                 ; , ; , ,
i ii x xf f           

     ; , ; , .u u uf f            

ადვილი საჩვენებელია, რომ 

     
1

0

0

, ; ,
d

f x x f f d
d

     


   

            
1

0 0 0
10

; , ; ,
i

s

x x i i i
i

f x f x x x            


       




   ; ,uf u d      

            1 1 0 0 0
1

; ;
s

i i i i
i

x x x x            


        

       ;u xu f x        

            0 0 0
1

i

s

x i i i u
i

f x x x f u          


       

სადაც

   
1

1

0

; ; , ,d              
1

1

0

; ; , ,i i d        

   
1

0

; ; , ,u u d        

უკანასკნელი ტოლობისათვის, როცა  00 10 2,t t t   გვაქვს

5

01 01
1

,p

p

w w


      
0 1

00

1
01 1; ;

t

t

w Y t x d


     


 

         
0 1

00

2
01 1 0 0 0

1

; ;
ts

i i i i
i t

w Y t x x x d


          




         

         
0 1

00

1 0 0 0
1

; ; ,
ts

i i i i
i t

Y t d


             




        

       
0 1

00

3
01 0 0 0

1

;
i

ts

x i i
i t

w Y t f x x d
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0 1

00

0 0 0
1

; ,
i

ts

x i i
i t

Y t f d


        




      

       
0 1

00

4
01 0

1

;
i

ts

x i i
i t

w Y t f x x d


      




       

       
0 1

00

0
1

; ,
i

ts

x i i
i t

Y t f d


         




      

     
0 1

00

5
01 ; ; .

t

u

t

w Y t u d


       


 
ფუნქცია  0 ,  1I  აბსოლუტურად უწყვეტია, ამიტომ ყოველი ფიქსირებული 

ლებეგის წერტილისთვის  00 10 2, ,t t    0 0i   ფუნქციისთვის მივიღებთ  

                             0 0 0 0 0 0 0 ; ,
i

i i i i i id
 



                


                  (1.43)

სადაც

                                        
0

;
lim 0,i



  


 თანაბრად .V                                              (1.44)

ამდენად, (1.43) სამართლიანია  00 10 2,t t  ინტერვალის ყველა წერტილისათვის. (1.43)-

დან და  0  ფუნქციების შემოსაზღვრულობიდან გამომდინარეობს, რომ

                                  0 0 0i i O          და   ;
.i const

  


                           (1.45)

(1.35) და (1.43) გამოსახულებებზე დაყრდნობით 01, 1,5,pw p  გამოსახულებისათვის 

გვაქვს

   1
01 1 ,w Y O       2

01 1
1

,
s

i
i

w Y O   


 

       
0 1

00

3
01 1 0

1

; ; ,
i

ts

i x i i
i t

w t Y t f d


         




  
        

  

   
0 1

00

4
01

1

,
i

ts

x
i t

w o Y f d


  




      5
01 .uw Y O   

აქ,

   
0 10

00

1 1 ; ,
t

t

d


     


       
0 10

00

1 1 ; ,
t

i i

t

d
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0 10

00

; ,
t

u u

t

d


     


      sup ; : ; ,Y Y t t  

       
0 1

00

1 ; ; ; ,
i

t

i x i

t

t Y t f d


       


 

ცხადია,

     00 10

00

1 ; ;
.

i

t
i i

x

t

Y f d
     

 
 



 

ლებეგის თეორემის ძალით ზღვრის ნიშნის ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ შეტანის შესახებ, 

გვაქვს

 1
0

lim 0,


 


  1
0

lim 0,i
 


  

0
lim 0,u

 


  1

0

;
lim 0i



  




თანაბრად    00 10 2, ,t t t V       (იხ. (1.44) და (1.45)). ამდენად, 

                                           1 2 4 5
01 01 01 01 ;w w w w o t                                                              (1.46)

და

       
0 1

00

3
01 0 0

1

; ; .
i

ts

x i i
i t

w Y t f d o t


        




 
    

  
  

ამასთან, როცა  00 00 0, ,it t  

       
00 10

0 1

0 0; ; ,
i

t

x i

t

Y t f d o t




       




      0 0 0 0 ,i ix       

აქედან გამომდინარე,

                                     
00 10

00

3
01 0 0

1

; ; ,
i

ts

x i i
i t

w Y t f x d o t


       




 
    

  
                          (1.47)

(1.46) და (1.47) გამოსახულებებზე დაყრდნობით, მივიღებთ

       
00 10

00

01 0 0
1

; ; .
i

ts

x i i
i t

w Y t f x d o t


       




 
    

  
  

ახლა გარდავქმნათ 02 ,w გვაქვს

      
00 10

0 1

02 0; ,
t

t

w Y t f x x f d
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00 10

1

0 10

10; ; .
t

x

t

Y t f x d o t




     




   

საიდანაც, როცა  0 1 00 10, ,t t     მაშინ

    ,x O         ,i ix                0 0 ,i ix          2,i s

და 

       0 1 1 1 0 1 0; ;x x x y                    

   0 1 1; ,y y       

აქედან გამომდინარე,

            0 0 1 1 0
0

lim , , ,..., s sx x x x x x


          


      

      
00 10

0
0 0 10 0 0 21lim , , ,..., ,st

x x x w
 

     
  

   

ე.ი.

 
   

0 1 00 10

0 1
0 ,

lim sup , 0.
t t

f x x f f
   

 
   

      

ამასთან, ფუნქცია  ;Y t უწყვეტია    00 00 10 00 2 10 2, ,t t t t        სიმრავლეზე

ამდენად,

      
00 10

0 1

0; ,
t

t

Y t f x x f d




   




  

        
00 10 00 10

0 1 0 1

1 0 1; ; ,
t t

t t

Y t f d Y t f x x f f d
 

 

     
 

 

      

     00 10 1 0 1; ; .Y t t f t o t       

გამოსახულება    00 10 1 0 1;Y t t f t      არის წყვეტილობის ეფექტი.

შესაბამისად,

     
00 10

00

01 0 0
1

;
i

ts

x i i
i t

w Y t f x d


      




 
   

  
  

   00 10 1 0 1;Y t t f t     

                                               
00 10

1

0 10

10
1

; ; .
ts

x
i t

Y t f x d o t




     


 

                                     (1.48)
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ვთქვათ 1,1 0 1t   კვლავ და 0 10 0 1,t t    მაშინ გვაქვს

0 01 02ˆ ˆ ,w w w 

სადაც

 
0 10

00

01 2ˆ ; ,
t

t

w d


   


        
0 1

0 10

02 0ˆ ; ,
t

t

w Y t f x x f d




   




  

                
00 10 00 10

0 1 0 10
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; , ;
i

t t s

x x i
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Y t f x x f d Y t f x f x d
 

 

          
 

 

 
          

 

           
00 10 00 10

1

0 10 0 10

10; ; .
t t

x u

t t

Y t f x d Y t f u d
 

 

          
 

 

    

ამ შემთხვევაში ფორმულა (1.48) სამართლიანია და მისი დამტკიცემა შესაძლებელია 

ზემოთ აღწერილი სქემის მიხედვით.

ვთქვათ 1,1 00 10 ,t   ე.ი. 00 10 0 1.t t    ამ შემთხვევაში ანალოგიური გარდაქმნებით

შესაძლებელია დამტკიცდეს ფორმულა

       
00 10

00
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1

; ;
i

ts

x i i
i t

w t Y t f x d


       




 
   

  
  

       
00 10

1

0 10

10; ;
t

x

t

Y t f x d o t




     




   

წყვეტილობის    00 10 1 0 1;Y t t f t      ეფექტის გარეშე. შევნიშნოთ, რომ ეს ეფექტი 

გაქრება  1 ;w t  შესაკრების გარდაქმისას.

 ; ,iw t  1,i s გამოსახულებების გარდაქმნის შემდეგ,  1 00; ,R t t  -თვის მივიღებთ 

ფორმულას

       
00

1 00 0 0
1

; , ;
i

ts

x i i
i t

R t t Y t f x d       
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0
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;
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x i
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Y t f x d




    


 

                                               (1.49)

     00 0 0
1

;
s

i i i
i

Y t f t o t    
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(1.42) გამოსახულებიდან, (1.41), (1.42) და (1.49) წარმოდგენებით, მივიღებთ (1.4)-ს, სადაც

( ; )x t  აქვს (1.5) ფორმა.

□
1.4. თეორემა 1.2  დამტკიცება

უპირველეს ყოვლისა შევნიშნოთ, რომ V  , ე.ი. 00 0t t ; აქედან გამომდინარე გვაქვს

 
 

   
 

 
 

 

00

0 00 0

0 10 1

ˆ, , ,

, , ,

, ,

t t t

x t t y t t t t

y t t t t

 




 
   
   

ლემა 1.4 - ის გამოყენებით, მივიღებთ

                                                         0 0 0 .x t x f t o                                                (1.50)

ფუნქცია  x t აკმაყოფილებს (1.37) განტოლებას  0 10 2,t t  ინტერვალზე. აქედან 

გამომდინარე, კოშის ფორმულის გამოყენებით განტოლების ამონახსნი შეიძლება 

წარმოვადგინოთ შემდეგი ფორმით  

                                         
0

1

0 0
0

; ; ,
t

u p
pt

x t Y t t x t Y t f u d R     


                            (1.51)

სადაც  0; , ,p pR R t t  (იხ. (1.41)). ვთქვათ  2 10,  და  2 10,  არის იმდენად 

მცირე, რომ ადგილი აქვს უტოლობებს: 0 10 2 ,it t    1, ,i s 00 0 10 2.st t     ;Y t

არის მატრიც-ფუნქცია, რომელიც უწტვეტია    00 00 0 10 2 10 2, , .st t t t        აქედან 

გამომდინარე, 

                                           0 0 00 0 0; ; ;Y t t x t Y t t x f t o t                                        (1.52)

(იხ. (1.50)). მსგავსი გზით, ძირეული ცვლილებების გარეშე, შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ
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                                  (1.53)
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Y t f x d




    


 

                                            (1.54)

     00 0 0
1

; ;
s

i i i
i

Y t t f t o t    


   

ბოლოს შევნიშნოთ, რომ

                                 
0 00

; ; ; .
t t

u u

t t

Y t f u d Y t f u d o t                                       (1.55)

(1.52)-(1.55) გამოსახულებების გათვალისწინებით (1.51) -ში, მივიღებთ (1.4)-ს, სადაც

     00 0; ; ; .x t Y t t f t t      

□
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თავი II. ამონახსნის ვარიაციის ფორმულები სამართი ფუნქციონალურ-
დიფერენციალური განტოლებისათვის უწყვეტი საწყისი პირობით

2.1. ძირითადი შედეგების ფორმულირება

ყოველ        0 1 11 12 1 2, ,..., , , , , ... ,s s st u a b h h h h O           ელემენტს შევუსა-

ბამოთ სამართი დაგვიანებულ არგუმენტიანი ფუნქციონალურ-დიფერენციალური

განტოლება  

                                                           1, , ,..., ,sx t f t x t x t x t u t                                    (2.1)

წყვეტილი საწყისი პირობით

                                                                           0ˆ, , .x t t t t                                                 (2.2)

განსაზღვრება 2.1.  ვთქვათ  0 1, ,..., , , .st u     ფუნქციას    ; ,x t x t O   1,̂ ,t t

 1 0 , ,t t b ეწოდება (2.1) განტოლების ამონახსნი (2.2) საწყისი პირობით, ან  

ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი, განსაზღვრული  1,̂ t ინტერვალზე, თუ ის

აკმაყოფილებს (2.2) - პირობას და აბსოლუტურად უწყვეტია  0 1,t t ინტერვალზე და

აკმაყოფილებს (2.1) განტოლებას თითქმის ყველგან  0 1,t t   ინტერვალზე.

შემოვიღოთ ვარიაციის სიმრავლე         

                                 0 1 0, ,..., , , : , , 1, ,s iV t u t i s                                     (2.3)

1 1

, , , , 1, ,
k s

i i i i i
i i

u u u i k         
 

     


 

სადაც 0 ,i   1,...,i k და 0  ფიქსირებული ფუნქციებია; 0  ფიქსირე-

ბული რიცხვია და   sup : .u u t t I  

ვთქვათ,  0x t არის  0 00 10 0 0 0, ,..., , ,st u     ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი

განსაზღვრული  10,̂ t ინტერვალზე, სადაც  00 10, , ,t t a b 00 10t t და  0 1 2, ,i i i   1,i s .
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არსებობს რიცხვები  1 0  და 1 0  ისეთი, რომ ნებისმიერი    1, 0, V    ელე-

მენტისათვის 0     და შეესაბამება ამონახსნი  0;x t   განსაზღვრული

ინტერვალზე  10 1 1,̂ .t I                                                                                                                                                                                     

ცხადია, რომ   0;x t  ამონახსნი არის  0x t ამონახსნის გაგრძელება  10 1,̂ t  ინტე-

რვალზე. აქედან გამომდინარე, შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ  0x t ამონახსნი განსა-

ზღვრულია ინტერვალზე   10 1 1,̂ .t I       

განვსაზღვროთ    0 0;x t x t  ამონახსნის ნაზრდი:

                               0 0 10 1 1ˆ; ; , , , , 0,x t x t x t x t t t V                          (2.4)

თეორემა 2.1.   ვთქვათ ფუნქცია  0 1,t t I  აბსოლუტურად უწყვეტია. ვთქვათ ფუნქცი-

ები  0 t და  , ,f w u   1
0, sw u I O U   არიან შემოსაზღვრული, სადაც 

 1, , ,..., .sw t x x x ამასთან, არსებობს სასრული ზღვრები

 
00

0 0lim ,
t t

t  

 
    

0
0lim , ,

w w
f w u t f 


   1

00, ,sw a t O  

სადაც       0 00 0 00 0 00 10 0 00 0, , ,..., .sw t t t t       მაშინ არსებობენ  2 10,    და 

 2 10,  რიცხვები ისეთი, რომ ნებისმიერი      00 10 2 2, , , 0, ,t t t V        ადგილი 

აქვს ტოლობას

                                          ; ; ;x t x t o t      ,                                                (2.5) 

სადაც  0: 0V V t     და

                                               00 0 0; ; ; ,x t Y t t f t t                                                 (2.6)

                    
00 0

00 00 0 0
1

; ; ;
i

i

ts

i x i
i t

t Y t t t Y s t f s s ds


     
 

    
                         (2.7)

                         
00 00

0 0
1

; ;
i

t ts

x i i u
it t

Y s t f s x s ds Y s t f s u s ds  


 
    

 

 ;Y s t არის n n მატრიც–ფუნქცია, რომელიც აკმაყოფილებს განტოლებას
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                                       0 0 00
1

; ; ; , ,
i

s

s x i x i
i

Y s t Y s t f s Y s t f s s t t 


                                 (2.8)

და პირობას

                                                           , ,
;

, .

H s t
Y s t

s t


  

                                                              (2.9)                                            

აქ

          0 0 10 0 0 0, , , ,..., , ,
i i ix x x s

i

f f f s f s x s x s x s u s
x

 
   


H არის ერთეულოვანი მატრიცა, ხოლო   ნულოვანი მატრიცა.

ზოგიერთი კომენტარი.   ;x t  ფუნქციას ეწოდება   0 ,x t  00 10 2,t t t   ამონა-

ხსნის პირველი ვარიაცია, ხოლო (2.6) ამონახსნის ვარიაციის  ფორმულა;

     
00

0 0
1

;
i

t s

x i i
it

Y s t f s x s ds 


    

შესაკრები (2.7) ფორმულაში არის 0 , 1,i i s  დაგვიანების  პარამეტრების  ვარიაციის  

ეფექტი; 

 00 0 0;Y t t f t     გამოსახულება არის (2.2) საწყისი პირობისა და  00t საწყისი 

მომენტის  შეშფოთების  ეფექტი;

გამოსახულება          
00 0

00 00 0 0
1

; ;
i

i

ts

i x i
i t

Y t t t Y s t f s s ds


   
 

      (2.7) ფორმუ-

ლაში  არის საწყისი  0 t   ფუნქციის  შეშფოთების ეფექტი;

       
00

;
t

u

t

Y s t f s u s ds შესაკრები  (2.7) ფორმულაში  არის  0u t მართვის ფუნქციის  

ვარიაციის ეფექტი. 
კოშის ფორმულის გამოყენებით წრფივი დაგვიანებულ არგუმენტიანი 

ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლების ამონახსნებისათვის დავასკვნით, 

რომ ფუნქცია

     
   

00

00 10 2

ˆ, , ,

; , , ,

t t t
x t

x t t t t

 


  
    

არის შემდეგი განტოლების ამონახსნი
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                 0 0 0
1 1

i i

s s

x x i x i i u
i i

x t f t x t f t x t f t x t f t u t      
 

       

საწყისი პირობით

    ,x t t   00,̂ ,t t      00 0 0 00 .x t f t t               

ამრიგად,  ამონახსნის პირველი ვარიაცია შეიძლება გამოვთვალოთ ორი გზით: 

პირველი –– ვიპოვოთ  მატრიც ფუნქცია  ; ,Y t მეორე – ვიპოვოთ ერთი წრფივი 

განტოლების ამონახსნი.    

თეორემა 2.2.   ვთქვათ ფუნქცია  0 ,t 1t I აბსოლუტურად უწყვეტია. ვთქვათ

ფუნქციები  0 t და  , ,f w u   1
0, sw u I O U   არიან შემოსაზღვრული. ამასთან, 

არსებობს სასრული ზღვრები

 
00

0 0lim ,
t t

t  

 
    

0
0lim , ,

w w
f w u t f 


   1

00 , .sw t b O  

მაშინ ყოველი  0 00 10
ˆ ,t t t წერტილისათვის არსებობს  2 10,    და  2 10,  რიცხვები 

ისეთი, რომ ნებისმიერი      00 10 2 2, , , 0, ,t t t V        სადაც  0: 0V V t    

ადგილი აქვს (2.5) ფორმულას, სადაც

     00 0 0; ; ; .x t Y t t f t t          

ქვემოთ მოყვანილი თეორემა არის თეორემების 2.1 და 2.2 შედეგი.

თეორემა 2.3.   ვთქვათ შესრულებულია თეორემა 2.1. და თეორემა 2.2. პირობები. 
ამასთან, 0 0 .̂f f f           მაშინ ყოველი  0 00 10

ˆ ,t t t ფიქსირებული მომენტისთვის 

არსებობენ რიცხვები  2 10,    და  2 10,  რიცხვები  ისეთი, რომ ნებისმიერი

   0 10 2 2
ˆ, , , 0,t t t V         ადგილი აქვს (2.5)  ფორმულას, სადაც

     00 0
ˆ; ; ; .x t Y t t f t t     

შევნიშნავთ, რომ,  თეორემა 1.1-1.3–ის მსგავსი  თეორემები სამართლიანია 
განტოლებისათვის

              1 1, , ,..., , , ,...,s kx t f t x t x t x t u t u t u t       

უწყვეტი საწყისი პირობით

     0ˆ, , .x t t t t  
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ამ შემთხვევაში გვექნება (იხ. თეორემა 2.1):

                       00 0 0; ; ; ,x t Y t t f t t                                           (2.10)

           
00 0

00 00 0 0
1

; ; ;
i

i

ts

i x i
i t

t Y t t t Y s t f s s ds


     
 

    

           
00 00

0 0
1

; ;
i

t ts

x i i u
it t

Y s t f s x s ds Y s t f s u s ds  


 
    

 

     
00

1

; ,
i

tk

u i
i t

Y t f u d     


  
აქ              

      
0

0 0 1 0lim , , ,..., ,k
w w

f w u t u t u t f  


       1

00, ,sw a t O  

              0 0 10 0 0 0 0 1 0, , ,..., , , ,..., .
i ix x s kf f x x x u u u               

შეშფოთებული განტოლების ამონახსნი გამოითვლება ფორმულით

       0 0; ; ; ,x t x t x t o t        ,t I

სადაც  ;x t  არის ამონახსნის პირველი ვარიაცია.

უკანასკნელი ფორმულა საშუალებას გვაძლევს ვიპოვოთ შეშფოთებული განტოლების 
მიახლოებული ამონახსნი ანალიზური ფორმით. ფაქტობრივად, მცირე 0  -თვის 
მივიღებთ

     0; ; ,x t x t x t     00 10, .t t t  

ქვემოთ, ნაჩვენებია, რომ უკანასკნელ ფორმულაზე დაყრდნობით, შეგვიძლია ავაგოთ 
შეშფოთებული განტოლების მიახლოებითი ამონახსნი, სადაც განხილულია ერთი 
დაგვიანების შემცველი სამართი დიფერენციალური განტოლება უწყვეტი საწყისი 
პირობით

მაგალითი. 

a) ვთქვათ, 00 0,t  10 2,t  11 0.5,h  12 1.5,h  0 1,   0 1,t 

 
   

   

2

0
2 2

2 1 1, 0,1 ,

2 1 , 1,2 .

t t
u t

t t t
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ე.ი. ამ შემთხვევაში  0 01,1, .u 

განვიხილოთ თავდაპირველი სკალარული განტოლება

              2 2 2
0 0, , 1 , 2 1 1,x t f t x t x t u t x t x t u t        0,2 ,t

საწყისი პირობით

  1,x t   1.5,0 .t 

ადვილი დასანახია, რომ

   
 0

1, 1.5,0 ,

1, 0,2 .

t
x t

t t

     

b) შემოვიღოთ სიმრავლეები:

    2 21 2 cos : ,t R          0 3 3sin : .u t t R    

ვარიაციათა სიმრავლე იქნება

    1 2, , : 0.5,1.5 1, 2 cos 1,V u t             

3 0sin , , 1,3 ,iu t u i      

სადაც 0  მოცემული რიცხვია.

ვთქვათ 0  რიცხვი იმდენად მცირეა, რომ  0, 0.5,1.5V      

და არსებობს ამონახსნი  0;x t   განსაზღვრული  1.5,2 შუალედზე.

 0,2 ინტერვალზე ანალიზურად ვიპოვოთ შეშფოთებული კოშის ამოცანის ამონახსნი 

მეორე გზით, რომელიც გულისხმობს წრფივი განტოლების ამოხსნას (იხ. გვ. 42).

c) შეშფოთებული განტოლება

                22 2
1 1 0 3, , 1 , 2 1 sin 1, 0,2x t f t x t x t u t x t x t u t t t              

შეშფოთებული საწყისი პირობით

  21 2 cos ,x t t   1.5,0 .t 

ცხადია, რომ
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   04 ,xf t x t    02 1 ,yf t x t     02 .uf t u t 

ამრიგად,

   ; , 1, 2x t t   ფუნქციები შესაბამისად იქნება შემდეგი კოშის ამოცანის ამონახსნი 

(იხ. გვ. 42)

             
   

   

0 0 1 0 0

3 0

2

4 2 1 1 2 1 1

2 sin , 0,2 ,

2 cos , 1.5,0 .

x t x t x t x t x t x t x t

tu t t

x t t t

   


 

       
  
   

 

ელემენტარული გარდაქმნებით მივიღებთ

     
   

1

2

, 0,1 ,
;

, 1, 2 ,

x t t
x t

x t t


 


   

სადაც

          22 2 2 2
1 2 2 3

0

2 2 cos 1 sin 2 1 1 ,
t

t t s sx t e e s s s ds               
   



           
2 22 2 3 2 2 3 2 2

2 1 1 3

1

1 2 1 2 sin 2 1 .
t

t t s s
x t e x e s x s s s s ds   

                  


2.2.  ლემები  ამონახსნის ნაზრდის შეფასების შესახებ

  ყოველ  0 1, ,..., , ,st u     ელემენტს შევუსაბამოთ ფუნქციონალურ-დიფე-

რენციალური განტოლება

                                              0 1, ,..., , , ,sy t f t y u t                                                              (2.11)

უწყვეტი საწყისი პირობით

                                                        0 0 ,y t t                                                                            (2.12)

სადაც

                 0 1 0 1 0, ,..., , , , , , , , ,..., , , ,s sf t y u t f t y t h t y t h t y t u t t        

და   0 , ,h t y t ოპერატორი განისაზღვრება ფორმულით
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0
0

0

ˆ, ,
, ,

, , .

t t t
h t y t

y t t t b

 


   
                                         (2.13)

განსაზღვრება 2.1.  ვთქვათ  0 1, ,..., , , .st u     აბსოლუტურად უწყვეტ ფუნქციას

   ; ,y t y t O   1 2,t r r I  ეწოდება (2.11) განტოლების ამონახსნი (2.12) საწყისი

პირობით, ან   ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი, განსაზღვრული  1 2,r r ინტერვალზე, 

თუ      0 1 2 0 0, ,t r r y t t  და ფუნქცია  y t აკმაყოფილებს (2.11) განტოლებას თითქმის

ყველგან  1 2,r r ინტერვალზე.

შენიშვნა 2.1. ვთქვათ  ; ,y t   1 2,t r r არის  0 1, ,..., , ,st u     ელემენტის შესა-

ბამისი ამონახსნი. მაშინ ფუნქცია

                                                                 0 2ˆ; , , ; , , ,x t h t y t t r                                      (2.14)

არის (2.1) განტოლების ამონახსნი (2.2) საწყისი პირობით (იხ. განსაზღვრება 2.1. და 

(2.13)).

ლემა 2.1. ვთქვათ  0y t არის  0 00 10 0 0 0, ,..., , ,st u     ელემენტის შესაბამისი 

ამონახსნი განსაზღვრული    1 2, ,r r a b ინტერვალზე; ვთქვათ  00 1 2, ,t r r  0 1 2, ,i i i  

1,i s და ვთქვათ 1K O არის კომპაქტური სიმრავლე, რომელიც შეიცავს

    0 1 0 1 2,I y r r  სიმრავლის მიდამოს. მაშინ არსებობს რიცხვები 1 0  და 1 0 

ისეთი, რომ ნებისმიერი    1, 0, ,V    გვაქვს 0 .   ამასთან, ამ ელემენტის 

შესაბამისი ამონახსნი  0;y t   განსაზღვრულია ინტერვალზე  1 1 2 1, .r r I   

უფრო მეტიც, 

                                              

     
   

0 1 1

0 1 1 1 2 1

, ,

; , , ,

t t t K t I

y t K t r r

  
   

   
                                               (2.15)

და    0 0
0

lim ; ;y t y t


  


  ,  თანაბრად  1 1 2 1( , ) , .t r r V     

ეს ლემა არის თეორემა 1.8 - ის შედეგი ([49], გვ. 28).

ლემა 2.2. ვთქვათ  0x t არის  0 00 10 0 0 0, ,..., , ,st u     ელემენტის შესაბამისი 

ამონახსნი განსაზღვრული  10,̂ t ინტერვალზე (იხ. განსაზღვრება 2.1); ვთქვათ 

 00 10, , ,t t a b  0 1 2, ,i i i   1,i s და ვთქვათ 1K O არის კომპაქტური სიმრავლე, 
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რომელიც შეიცავს     0 1 0 00 10,I x t t  სიმრავლის მიდამოს. მაშინ არსებობს რიცხვები

1 0  და 1 0  ისეთი, რომ ნებისმიერი    1, 0, ,V    გვაქვს 0 .   ამასთან, 

ამ ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი  0;x t   განსაზღვრულია ინტერვალზე

 10 1 1,̂ .t I   ამასთან,

                                              0 1; ,x t K    10 1,̂ .t t                                                   (2.16)

ადვილი საჩვენებელია, რომ თუ ლემა 1.1-ში ჩავსვამთ 1 00 ,r t 2 10 ,r t მაშინ    0 0 ,x t y t

 00 10,t t t და           0 0 0 10 1 1ˆ; , , , , , , 0,x t h t y t t V                 (იხ. (2.14)).

ამდენად, ლემა 2.2. წარმოადგენს ლემა 2.1-ის შედეგს (იხ. (2.15)).

შენიშვნა 2.2. ერთადერთობიდან გამომდინარეობს, რომ  0;y t  ამონახსნი არის  0y t

ამონახსნის გაგრძელება  1 1 2 1,r r   ინტერვალზე.  ლემა 2.1-დან    0 0;y t y t 

ამონახსნის ნაზრდი განისაზღვრება შემდეგნაირად

                         0 0 1 1 2 1 1; ; , , , , 0, .y t y t y t y t t r r V                         (2.17)

ცხადია, 
                                                            

0
lim ; 0y t




  ,                                                            (2.18)

თანაბრად    1 1 2 1, ,t r r V      (იხ. ლემა 2.1).

ლემა 2.3.  ვთქვათ შესრულებულია თეორემა 2.1 - ის პირობები.  მაშინ არსებობს 

რიცხვები  2 10,  და  2 10,  ისეთი, რომ

                                                     
 

   
00 10 2,
max

t t t
y t O




 
                                                         (2.19)

ნებისმიერი    2, 0, .V     ამასთან,

                                           00 00 0 0 .y t t f t o                                                    (2.20)

ლემა 2.4.  ვთქვათ შესრულებულია თეორემა 2.2-ის პირობები. მაშინ არსებობს რიცხვები 

 2 10,  და  2 10,  ისეთი, რომ

 
   

0 2 2,
max

t t r
y t O
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ნებისმიერი  ,    20, .V  ამასთან,

       0 00 0 0 .y t t f t o           

ლემა  2.3 და 2.4  წარმოადგენს ლემა 1.3  და ლემა 1.4 შედეგს.

2.3. თეორემა 2.1 დამტკიცება

ლემა 2.1.-ში ვთქვათ, 1 00r t და 2 10r t , მაშინ

     
   

0 00
0

0 00 10

ˆ, , ,

, , ,

t t t
x t

y t t t

   


და ნებისმიერი    2, 0, ,V    

         
   

0 0
0

0 0 10 1

ˆ: , , ,
;

; , ,

t t t t t
x t

y t t t

   
 

  
       

(იხ. (2.14)).
შევნიშნოთ, რომ ,V  ე.ი. 0 00 ,t t აქედან გამომდინარე, გვაქვს

 
 

   
 

 
 
 

0

0 0 0 00

00 10 1

ˆ, ,

; , , ,

, ,

t t t

x t y t t t t

y t t t t

 
  



 
   
   

(იხ. (2.4) და (2.17)). ლემა 2.3 - ით და მიმართებით      0 0; ,y t t O        

 0 00, ,t t t გვაქვს  

                                               10 2 2ˆ, , , , 0, ,x t O t t V                                        (2.21)

                                              00 00 0 0 .x t t f t o                                                (2.22)

 x t აკმაყოფილებს განტოლებას

                  0 0 1 1 0, , ,..., ,s sx t f t x t x t x t x t x t x t u t f t               

                                            0
1

;
i

s

x x i u
i

f t x t f t x t f t u t r t   


                              (2.23)

 00 10 1,t t  ინტერვალზე, სადაც

                0 0 1 1 0; , , , ..., ,s sr t f t x t x t x t x t x t x t u t              
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                                             0
1

,
i

s

x x i u
i

f t f t x t f t x t f t u t  


                                   (2.24)

          0 0 10 0 0 0, , , ..., , ,sf t f t x t x t x t u t   

კოშის ფორმულის გამოყენებით (2.23) განტოლების ამონახსნი შეიძლება წარმო-

ვადგინოთ შემდეგი ფორმით:  

             
00

1

00 00 00
0

; ; ; , ,
t

u p
pt

x t Y t t x t Y t f t u t dt R t t   


        00 10 2, ,t t t            (2.25)

სადაც

                                   

   

       

     

00

00 0

00

0 00 0 00
1

0 00 0 0

1 00

; , ; , ,

; , ; ,

; , ; ;

i

i

s

i
i

t

i i x i

t

t

t

R t t R t t

R t t Y t f x d

R t t Y t r d



 

      

    






 


    


 








                         (2.26)

 ;Y t არის მატრიც-ფუნქცია, რომელიც აკმაყოფილებს (2.8) განტოლებას და (2.9) 

პირობას.  ;Y t ფუნქცია უწყვეტია   00 2; : ,t t t        00 10 2,t t t   სიმრავლეზე 

(იხ. ლემა 2.6, გვ. 32, [49]).

ამდენად,

                                     00 00 00 00 0 0; ; ; .Y t t x t Y t t t f t o t                                 (2.27)

(იხ. (2.22)), სადაც      00; ; .o t Y t t o  ადვილი საჩვენებელია, რომ 

             
0 00

00 0 0

0 00 0 0 0 0; , ; ;
i i

i

t t

i i x i i x i

t t

R t t Y t f d Y t f x d


              


       

                                
00

00 0

0 0; ;
i

i

t

i x i

t

Y t f d o t


        


                                   (2.28)

(იხ. (2.21)). ამდენად,

         
00

00 0

0 00 0 0
1

; , ; ; .
i

i

ts

i x i
i t

R t t Y t f d o t


         
 

    
შემოვიღოთ აღნიშვნები

               0 0 10 0 1 0 10 1; , , , ,...,f t f t x t x t x t x t x t x t                 

            0 0 0 0 0 0, ,s s s sx t x t x t x t u t u t             
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     ; , ; , ,x xt f t f t              ; , ; , ,
i ii x xt f t f t        

     ; , ; , .u ut f t f t         

ადვილი საჩვენებელია, რომ                                                                                    

                  0 0 1 1 0 0, , ,..., ,s sf t x t x t x t x t x t x t u t u t f t               

 
1

0

; ,
d

f t d
d

  


 

                
1

0 0 0
10

; , ; , ; ,
i

s

x x i i i u
i

f t x t f t x t x t x t f t u t d           


           
 



            
1 1

0 0 0
10 0

; , ; ,
s

i i i i
i

t d x t t d x t x t x t          


   
          
   

 

                    
1

0 0 0
10

; , .
i

s

x x i i i u
i

t d u t f t x t f t x t x t x t f t u t          


 
          

 


უკანასკნელი ტოლობისათვის, როცა  00 10 2,t t t   გვაქვს

   
6

1 00 00
2

; , ; ,p
p

R t t R t t 



სადაც

       
00

2 00 1; , ; ; ,
t

t

R t t Y t x d              
1

1

0

; ; , ,d        

           
00

3 00 1 0 0 0
1

; , ; ; ,
ts

i i i i
i t

R t t Y t x x x d           


         

   
1

1

0

; ; , ,i i d        

         
00

4 00 0 0 0
1

; , ; ,
i

ts

x i i
i t

R t t Y t f x x d       


      

         
00

5 00 0
1

; , ; ,
i

ts

x i i
i t

R t t Y t f x x d       


       

       
00

6 00 1; , ; ; ,
t

t

R t t Y t u d             
1

1

0

; ; , d        



52

(იხ. (2.24)). ფუნქცია  0 ,x t  10 2,̂ t  აბსოლუტურად უწყვეტია, ამიტომ ყოველი 

ფიქსირებული ლებეგის წერტილისთვის  00 10 2, ,i t t    0 0ix   ფუნქციისთვის 

მივიღებთ

                         0 0 0 0 0 0 0 ;
i i

i

i i i i i i i i i ix x x d x
 



             


                      (2.29)

სადაც

                                         
0

;
lim 0,i i



  


 თანაბრად .V                                              (2.30)

ამდენად, (2.29) სამართლიანია  00 10 2,t t  ინტერვალის ყველა წერტილისათვის. (2.29)-

დან და შემდეგი  ფუნქციების შემოსაზღვრულობიდან გამომდინარეობს

     
          

0 00
0

0 0 10 0 0 0 00 10 2

ˆ, , ,

, , ,..., , , , ,s

t t t
x t

f t x t x t x t u t t t t

 
  

      




საიდანაც გამომდინარეობს, რომ

                                   0 0 0i i i ix x O        და   ;
.i i const

  


                         (2.31)

ცხადია, რომ 

                                         
   

00 1
0

1 2

; , , ,

; , ,
i

i i
i i

o t
x x

O

   
   

    
       

                              (2.32)

(იხ. (2.21)).

ვთქვათ,  2 10 1, ,i t    მაშინ 00 ,i t   0 00.i t   აქედან

         
1 1

0 0

0 ,

i i

i i

i i K Ux x x s ds L x s
   

   

    
 

 

        

                      
1 1

0

0 0 0 ,
1

;
i

i

s

i i i K U
i

x x x d L d o
 

 

           


 


        
               (2.33)

(იხ. (2.16), (2.21), (2.23) და  (2.31)).  (2.21), (2.29) და (2.30)-(2.33) გამოსახულებებზე 

დაყრდნობით,  00; , ,pR t t  2,6p    გამოსახულებებისათვის გვაქვს

     2 00 2; , ,R t t Y O          
00 1

00

2 1 ; ,
t

t

d
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     3 00 2; , ,iR t t Y O       
00 1

00

2 1 ; ,
t

i i

t

d


     


 

         
00

4 00 0 0 1
1 1

; , ; ; ,
i

ts s

x i i i
i it

R t t Y t f x d t         
 

 
    

  
  

   5 00; , ; ,R t t o t 

     6 00 2; , ,R t t Y O           
00 1

00

2 1 ; ,
t

t

d


     


 

სადაც

    sup ; : ; ,Y Y t t             
00

1 ; ; ; .
i

t

i x i

t

t Y t f d        

ცხადია,

     00 1

00

1 ; ;
.

i

t
i i

x

t

t
Y f d

    
 

 



 

ლებეგის თეორემის ძალით ზღვრის ნიშნის ინტეგრალის ნიშნის ქვეშ შეტანის შესახებ, 

გვექნება

 2
0

lim 0,


 


  2
0

lim 0,i
 


  2

0
lim 0,


 


  1

0

;
lim 0i t


 




თანაბრად    00 10 2, ,t t t V       (იხ. (2.29)). ამდენად, 

                                                  00; , ; ,pR t t o t  2,3,5,6,p                                           (2.34)

                                          
00

4 00 0 0
1

; , ;
i

ts

x i i
i t

R t t Y t f x d       


 
   

  
                             (2.35)

(2.34) და (2.35) გამოსახულებებზე დაყრდნობით, მივიღებთ

                                  
00

1 00 0 0
1

; , ; ; .
i

ts

x i i
i t

R t t Y t f x d o t        


 
    

  
                    (2.36)

(2.25) გამოსახულებიდან, (2.27), (2.28) და (2.36) წარმოდგენებით, მივიღებთ (2.5)-ს, 

სადაც  ;x t  აქვს (2.6) ფორმა.

□
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                                                2.4.  თეორემა 2.2  დამტკიცება

უპირველეს ყოვლისა შევნიშნოთ, რომ V  , ე.ი. 00 0t t ; აქედან გამომდინარე გვაქვს

 
 

   
 

 
 

 

00

0 00 0

0 10 1

ˆ, , ,

, , ,

, ,

t t t

x t t y t t t t

y t t t t

 




 
   
   

ლემა 3.4 - ის გამოყენებით, მივიღებთ

                                                        0 0 0 .x t x f t o                                                (2.37)

ფუნქცია  x t აკმაყოფილებს (2.23) განტოლებას  0 10 2,t t  ინტერვალზე. აქედან 

გამომდინარე, კოშის ფორმულის გამოყენებით განტოლების ამონახსნი შეიძლება 

წარმოვადგინოთ შემდეგი ფორმით  

                                         
0

1

0 0
0

; ; ,
t

u p
pt

x t Y t t x t Y t f u d R     


                            (2.38)

სადაც  0; , ,p pR R t t  (იხ. (2.26)). ვთქვათ  2 10,  და  2 10,  არის იმდენად 

მცირე, რომ ადგილი აქვს უტოლობებს: 0 10 2 ,it t    1, ,i s 00 0 10 2.st t     ;Y t

არის მატრიც-ფუნქცია, რომელიც უწტვეტია    00 00 0 10 2 10 2, , .st t t t        აქედან 

გამომდინარე, 

                                           0 0 00 0 0; ; ;Y t t x t Y t t x f t o t                                        (2.39)

მსგავსი გზით, ძირეული ცვლილებების გარეშე, შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ

          
00

00 0

0 0 0 0
1

;
i

i

ts

i x i
i t

R Y t f d


       
 

   

                                                 
0 0

00 0

0 0
1

; ;
i

i

i

ts

x i
i t

Y t f x d o t




     


 

                                  (2.40)

     
00

1 0 0 0
1

;
i

ts

x i i
i t

R Y t f x d      


 
   

  
  

                                                     
0 0

1

00 0

0 0
1

;
i

i

ts

x i
i t

Y t f x d




    


 

                                             (2.41)

     00 0 0
1

; ;
s

i i i
i

Y t t f t o t    
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ბოლოს შევნიშნოთ, რომ

                                 
0 00

; ; ; .
t t

u u

t t

Y t f u d Y t f u d o t                                       (2.42)

(2.39)-(2.42) გამოსახულებების გათვალისწინებით (2.38) -ში, მივიღებთ (2.5)-ს, სადაც

     00 0; ; ; .x t Y t t f t t      

□
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თავი III. ოპტიმალური მართვის ამოცანა წყვეტილი   საწყისი პირობით. 
ოპტიმალურობის  აუცილებელი პირობები

3.1. ამოცანის დასმა და ძირითადი  შედეგების  ფორმულირება

ვთქვათ rU   ამოზნექილი კომპაქტური სიმრავლეა.  ვთქვათ 2 1 0,i ih h  1,i s და  

0,i  1,i k არის  მოცემული რიცხვები და  n  განზომილებიანი ფუნქცია 

 1 1, , ,..., , , ,..., ,s kf t x x x u u u   1 1
1 1, , ,..., , , ,..., s k

s kt x x x u u u I O U    აკმაყოფილებს შემდეგ 

პირობებს: თითქმის ყველა ფიქსირებული t I   ფუნქცია   1 1, : s k nf t I O U     

უწყვეტია და უწყვეტად წარმოებადია   1 1
1 1, ,..., , , ,..., s k

s kx x x u u u O U   -ში; ყოველი 

ფიქსირებული   1 1
1 1, ,..., , , ,..., s k

s kx x x u u u O U   ფუნქცია  1 1, , ,..., , , ,...,s kf t x x x u u u , 

მატრიცები  , ,xf t   , ,
ixf t  1,i s და  , ,uf t   , ,

iuf t  1,i k არიან ზომადი I

ინტერვალზე; ნებისმიერი K O კომპაქტური სიმრავლისათვის  არსებობს ფუნქცია

    1 , 0,Km t L I  ისეთი, რომ

           1 1
1 1

, , ,..., , , , ..., , , , , , , , ,
i i

s k

s k x x u u K
i i

f t x x x u u u f t x f t x f t x f t x m t
 

         
ყოველი   1 1

1 1, ,..., , , ,..., s k
s kx x x u u u K U   - თვის და თითქმის ყველა t I -თვის.

ვთქვათ, 1 არის  უწყვეტი   ,t N  1t I ფუნქციების სიმრავლე, სადაც N O არის 

ამოზნექილი კომპაქტური სიმრავლე; 1 არის ზომადი   ,u t U 2 ,̂ ,t I b    

ფუნქციების სიმრავლე, სადაც ˆ ,a    1max ,..., k   ; 0X O არის ამოზნექილი 

კომპაქტური სიმრავლე. ვთქვათ სკალარული ფუნქციები  0 1 1 0 1, , ,..., , , ,i
sq t t x x  0,i l   

არიან უწყვეტად წარმოებადი    2 2
11 12 1 2, ... ,s sI h h h h O    სიმრავლეზე.

ყოველ 
     0 1 1 0 11 12 1 2 0 1 1, , ,..., , , , , ... ,s s st t x u A I I h h h h X            

ელემენტს,  0 1,t t ინტერვალზე შევუსაბამოთ დაგვიანებულ არგუმენტიანი 

ფუნქციონალურ დიფერენციალური განტოლება

                                               1 1, , ,..., , , ,..., ,s kx t f t x t x t x t u t u t u t                   (3.1)

                                                                   0 1 1, , ,t t t I u  

წყვეტილი საწყისი პირობით
                                                ,x t t  0,̂ ,t t  0 0.x t x                                                     (3.2)

(3.2) პირობას ეწოდება წყვეტილი, რადგან საზოგადოდ    0 0 .x t t
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განსაზღვრება 3.1. ვთქვათ,  0 1 1 0, , ,..., , , , .st t x u A     ფუნქციას    ; ,x t x t O 

 1,̂t t ეწოდება (3.1) განტოლების ამონახსნი (3.2) წყვეტილი საწყისი პირობით, ან 

ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი და განსაზღვრული  1,̂t ინტერვალზე, თუ ის 

აკმაყოფილებს (3.2) პირობას და აბსოლუტურად უწყვეტია  0 1,t t ინტერვალზე და 

აკმაყოფილებს განტოლებას თითქმის ყველა t - სათვის  0 1,t t ინტერვალზე.

განსაზღვრება 3.2.  0 1 1 0, , ,..., , , ,st t x u A     ელემენტს ეწოდება დასაშვები, თუ მისი 

შესაბამისი ამონახსნი    ;x t x t    აკმაყოფილებს სასაზღვრო პირობას

                                                    0 1 1 0 1, , ,..., , , 0,i
sq t t x x t     1, .i l                                         (3.3)

0A -ით აღვნიშნოთ დასაშვები ელემენტების სიმრავლე.

განსაზღვრება 3.3.  0 00 10 10 0 00 0 0 0, , ,..., , , ,st t x u A     ელემენტს ეწოდება ლოკალურად 

ოპტიმალური, თუ არსებობს ისეთი 00  რიცხვი, რომ ნებისმიერი 0A ელე-

მენტისთვის, რომლისთვისაც შესრულებულია პირობა

1 2
00 0 10 1 0 00 0 0 0 0

1

,
s

i i I I
i

t t t t x x u u    


           

ადგილი აქვს უტოლობას

                           0 0
00 10 10 0 00 0 10 0 1 1 0 1, , ,..., , , , , ,..., , ,s sq t t x x t q t t x x t                             (3.4)

აქ

   
1 1

0 0max ,
I t I

t t   


        
2

2

0 0sup .
I

t I
u u u t u t


  

(3.1)-(3.4) ამოცანას ეწოდება ოპტიმალური მართვის ამოცანა წყვეტილი საწყისი 
პირობით.

თეორემა 3.1. ვთქვათ, 0 ოპტიმალური ელემენტია, რომლისთვისაც  00 10, ,t t a b და 

შესრულებული შემდეგი პირობები:

1) 0 10...s   და ,10000 tt s  სადაც  0 1 2, ,i i ih h  1, ;i s

2) ფუნქცია  0 t არის აბსოლუტურად უწყვეტი და  0 t შემოსაზღვრულია;
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3) ფუნქცია         0 0 0 1 0, , ,..., ,kf w f w u t u t u t    სადაც   1
1, , ,..., s

sw t x x x I O        

შემოსაზღვრულია;

4) არსებობს სასრული ზღვარი

 
0

0lim ,
w w

f w f 


   1

00, ,sw a t O  

სადაც     0 00 00 0 00 10 0 00 0, , ,..., ;sw t x t t     

5) არსებობს სასრული ზღვრები

   
   

0 0
1 , 2 1 2

0 1 0 2lim ,
i i i i

i i i
w w w w

f w f w f


   

სადაც   1
1 2, , ,s
i iw w a b O   1, ,i s

      ,,...,,, 1000001000000000000
0
1  iiiiii txtxtxtw 

   ,,...,, 0000010000000 siii txtxx   

     ,,...,,, 1000001000000000000
0
1  iiiiii txtxtxtw 

     ;,...,, 00000100000000 siii txtxt   

6) არსებობს სასრული ზღვარი

 
1

0 1lim ,
s

sw w
f w f






   1
00 10, ,sw t t O         1 10 0 10 0 10 10 0 10 0, , ,..., .s sw t x t x t x t    

მაშინ არსებობს   0,...,0  l ვექტორი, რომლისთვისაც 0 0  და ამონახსნი 

      1 ,..., nt t t   განტოლებისა

                    0 0
1

,
i

s

x i x i
i

t t f t t f t    


      00 10, ,t t t     0,t    10 ,t t                  (3.5)

ისეთი, რომ შესრულებულია ქვემოთ მოყვანილი პირობები:

7) პირობა 00t და 10t მომენტებისთვის:

   
00 00 00 0

1

,
s

t i i
i

Q t f t f   



    
10 10 1,t sQ t f  

 

სადაც

 0 ,..., ,
TlQ q q  0 00 10 10 0 00 0 10, , ,..., , , ( ) ,sQ Q t t x x t 

00 0
0

;tQ Q
t





8) პირობა 0 , 1,i i s  დაგვიანებებისთვის,
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00 0

0

00

0 00 0 0 0

i

i i

t

i i x i

t

Q t f t f t t dt


     


    

     
10

00 0

0 0 ,
i

i

t

x i

t

t f t x t dt


 


   1, ;i s

9) პირობა 00x ვექტორისთვის,

     
0 0

0 0
0 00 00 0 00 0max ,x x

x X
Q t x Q t x   


  

10) ინტეგრალური მაქსიმუმის პრინციპი  0 t საწყისი ფუნქციისათვის,

     
 

     
00 00

1
00 0 00 0

0 0 0 0 0
1 1

max ;
i i

i i

t ts s

i x i i x i
t

i it t

t f t t dt t f t t dt


 

       


  

      

11) ინტეგრალური მაქსიმუმის პრინციპი სამართი  0u t ფუნქციისათვის,

         
10

00

0 0 0
1

i

t k

u u i
it

t f t u t f t u t dt 


    


 
         

10

1
00

0
1

max
i

t k

u u i
u t

it

t f t u t f t u t dt 




 
    



12) პირობა  t ფუნქციისათვის,

 
110 0 .xt Q 

თეორემა 3.2. ვთქვათ, 0 ოპტიმალური ელემენტია, რომლისთვისაც  00 10, ,t t a b და 

ვთქვათ შესრულებულია თეორემა 3.1-ის 1), 2), 3) და 5) პირობები. ამასთან, არსებობს 
სასრული ზღვრები

 
0

0lim ,
w w

f w f 


   1

00 10, ,sw t t O  

 
1

0 1lim ,
s

sw w
f w f






   1
10, ,sw t b O                    

მაშინ არსებობს   0,...,0  l ვექტორი, რომლისთვისაც 0 0  და

      1 ,..., nt t t   (3.5) განტოლების ამონახსნი ისეთი, რომ 8)-12) პირობებია 

შესრულებული. ამასთან,

   
00 00 00 0

1

,
s

t i i
i

Q t f t f   



    
10 10 1.t sQ t f  
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თეორემა 3.3. ვთქვათ, 0 ოპტიმალური ელემენტია, რომლისთვისაც  00 10, ,t t a b და 

ვთქვათ შესრულებულია თეორემების  3.1 და 3.2  პირობები. ამასთან, : ,f f f  

1 1 1: .s s sf f f 
    მაშინ არსებობს   0,...,0  l ვექტორი, რომლისთვისაც ,00  და 

(3.5)  განტოლების ამონახსნი ისეთი, რომ 8)-12) პირობებია შესრულებული. ამასთან,

   
00 00 00 0

1

,
s

t i i
i

Q t f t f   


    
10 10 1.t sQ t f   

ცხადია, რომ თუ ფუნქცია  1 1, , ,..., , , ,...,s kf t x x x u u u უწყვეტია და ფუნქციები

     0 0 1 0, ,..., su t u t u t   არიან უწყვეტი 00 ,t 00 0 ,it  1, ;i s 00 0 ;it  1, ;i s 10 ,t 10 0 ,it 

1,i s   წერტილებში. მაშინ გვაქვს

          00 00 0 00 10 0 00 0 0 00 0 00 1 0 00, , ,..., , , ,..., ,s sf f t x t t u t u t u t         

            1 10 0 10 0 10 10 0 10 0 0 10 0 10 1 0 10, , ,..., , , ,..., ,s s sf f t x t x t x t u t u t u t        

     0 00 0 0 00 0 0 00 0 10 0 00 0 10 00, , ,..., , ,i i i i i if f t x t x t x t x            

       0 00 0 10 0 00 0 0 0 00 0 0 00 0 0 00 0 10,..., , , ,i i i s i i ix t x t f t x t x t               

       0 00 0 10 0 00 0 00 0 10 0 00 0 0..., , , ,..., .i i i i i sx t t x t x t            

წერტილოვანი მაქსიმუმის პრინციპი მართვისთვის.  მარტივი გარდაქმებით 11)
პირობა შეიძლება ასე გადავწეროთ  

             
10

00

0
1

i

t k

u i i u i
it

t t f t t t f t u t dt


     


 
   

 


               
10

00
1

, ,
i

t k

u i i u i
it

t t f t t t f t u t dt u t


     


 
      

 


სადაც  t არის  00 10,t t ინტერვალის მახასიათებელი ფუნქცია, ხოლო  i t არის 

 00 10,i it t   მახასიათებელი ფუნქცია. უკანასკნელი უტოლობიდან სტანდარტული 

გზით მიიღება წერტილოვანი მაქსიმუმის პრინციპი

             0
1

i

k

u i i u i
i

t t f t t t f t u t     
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1

,
i

k

u i i u i
i

t t f t t t f t u u U     


 
      
 



თითქმის ყველა 00 10, .t t t   

ოპტიმალური ამოცანა დამაგრებული ბოლოებით და ინტეგრალური ფუნქციონალით.
განვიხილოთ ამოცანა:

              1 1, , ,..., , , ,..., ,s kx t f t x t x t x t u t u t u t         0 1, , ,t t t I u  

    ,x t t  0,̂ ,t t    0 0 1 1, ,x t x x t x 

            
1

0

0
1 1, , ,..., , , ,..., min,

t

s k

t

f t x t x t x t u t u t u t dt       

სადაც 0 ,x 1x ფიქსირებული წერტილებია, ხოლო 0f სკალარული ფუნქცია 

აკმაყოფილებს ყველა იმ პირობას სადაც აკმაყოფილებდა f ფუნქცია. 

განხილული ამოცანისთვის  თეორემა  3.1 მიიღებს შემდეგ სახეს: 

თეორემა 3.4. ვთქვათ,  0 00 10 10 0 0 0, , , ...., , ,st t u    ოპტიმალური ელემენტია, რომლი-

სთვისაც  00 10, ,t t a b და შესრულებულია შემდეგი პირობები:

13) 0 10...s   და ,10000 tt s  სადაც  0 1 2, ,i i ih h  1, ;i s

14) ფუნქცია  0 t არის აბსოლუტურად უწყვეტი და  0 t შემოსაზღვრულია;

15) ფუნქცია          0
0 0 0 1 0, , ,..., , ( , )T

kF w F w u t u t u t F f f     სადაც

  1
1, , ,..., s

sw t x x x I O      შემოსაზღვრულია;

16) არსებობს სასრული ზღვარი

0
0lim ( ) ,

w w
F w F 


   1

00, ,sw a t O  

სადაც     0 00 00 0 00 10 0 00 0, , ,..., ;sw t x t t     

17) არსებობს სასრული ზღვრები

   
   

0 0
1 , 2 1 2

0 1 0 2lim ,
i i i i

i i i
w w w w

F w F w F


   

სადაც   1
1 2, , ,s
i iw w a b O   1, ,i s
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      ,,...,,, 1000001000000000000
0
1  iiiiii txtxtxtw 

   ,,...,, 0000010000000 siii txtxx   

     ,,...,,, 1000001000000000000
0
1  iiiiii txtxtxtw 

     ;,...,, 00000100000000 siii txtxt   

18) არსებობს სასრული ზღვარი

 
1

0 1lim ,
s

sw w
F w F






   1
00 10, ,sw t t O           1 10 0 10 0 10 10 0 10 0, , ,..., .s sw t x t x t x t    

მაშინ არსებობს განტოლების

                    0 0
1

,
i

s

x i x i
i

t t F t t F t    


     
  00 10, ,t t t     100 , ,t t t                     

ისეთი  არანულოვანი ამონახსნი         0 0 1 0, , ,..., , 0nt t t         , რომ შესრუ-

ლებულია ქვემოთ მოყვანილი პირობები:
19) პირობა 00t და 10t მომენტებისთვის:

   00 00 0
1

0,
s

i i
i

t F t F  



     10 1 0;st F 
    

20) პირობა 0 , 1,i i s  დაგვიანებებისთვის,

       
00 0

00

00 0 0 0

i

i

t

i i x i

t

t F t F t t dt


    


  
 



     
10

00 0

0 0 ,
i

i

t

x i

t

t F t x t dt


 


 


 1, ;i s

21) ინტეგრალური მაქსიმუმის პრინციპი  0 t საწყისი ფუნქციისათვის,

     
 

     
00 00

00 0 00 0

0 0 0 0 0
1 1

max ;
i i

i i

t ts s

i x i i x i
t

i it t

t F t t dt t F t t dt


 

       


  

      
 

22) ინტეგრალური მაქსიმუმის პრინციპი სამართი  0u t ფუნქციისათვის,

         
10

00

0 0
1

i

t k

u u i
it

t F t u t F t u t dt 


    




 
         

10

00
1

max .
i

t k

u u i
u t

it

t F t u t F t u t dt 
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3.2. თეორემა 3.1 დამტკიცება

  თეორემის დამტკიცება განხორციელდება  გამყრელიძე–ხარატიშვილის მეთოდით 
[24,48], რომლის არსი მდგომარეობს  შემდეგში: ლოკალური ოპტიმალური ელემენტის 
მოძებნის ამოცანა დაიყვანება ვექტორულ ტოპოლოგიურ სივრცეში სასრულოდ 
ლოკალურად ამოზნექილ სიმრავლეზე და ამოზნექილ ფილტრზე განსაზღვრული 
ასახვის კრიტიკული წერტილის მოძებნაზე. თუ ასახვა უწყვეტია ფილტრზე და 
დიფერენცირებადია კრიტიკულ წერტილში, მაშინ სამართლიანია კრიტიკულობის 
აუცილებელი პირობა, რომლისგანაც გამომდინარეობს ელემენტის ოპტიმალურობის 
აუცილებელი პირობა. 
        
3.2.1. კრიტიკულობის გამყრელიძე–ხარატიშვილის აუცილებელი პირობა

ვთქვათ  ERE e
z  არის  ,z   წერტილთა ლოკალურად  ამოზნექლი ვექტორული 

ტოპოლოგიური სივრცე, რაც იმას ნიშნავს რომ ასახვები   1, : zz R E z   და  

 1 2 1 2, : z zz z E E z z   არის უწყვეტი და ნებისმიერი მიდამო შეიცავს ამოზნექილ 

მიდამოს.  ვთქვათ  zzzz EWW 
000

: , სადაც  
0zW არის 0z წერტილის ამოზნექილი 

მიდამო. 
0z ეწოდება ამოზნექილი ფილტრი. ვთქვათ zED  რაიმე სიმრავლეა, ხოლო 

                                                                           m
pRDP :                                                           (3.6)

მოცემული ასახვაა.  

განსაზღვრება 3.4.  ვიტყვით, რომ ასახვა (3.6) განსაზღვრულია 
0z ფილტრზე თუ 

არსებობს ფილტრის ელემენტი 
00 zzW  ისეთი, რომ .

0
DWz 

განსაზღვრება 3.5.  ვიტყვით, რომ ასახვა (3.6) განსაზღვრული  
0z ფილტრზე არის 

უწყვეტი 
0z ფილტრზე, თუ არსებობს ელემენტი 

00 zzW  ისეთი რომ  (3.6) ასახვის 

შევიწროება 

                                                                         m
pz RWP 

0
:

უწყვეტია  zE -დან ინდუცირებულ ტოპოლოგიაში. 

განსაზღვრება 3.6.  ვთქვათ ასახვა (3.6) განსაზღრულია  
0z ფილტრზე. ვიტყვით, რომ 

ასახვა (3.6) კრიტიკულია 
0z ფილტრზე,  თუ არსებობს ისეთი ელემენტი 

00 zzW  ისეთი 

რომ DWz 
0

და    
00 .zP z P W



64

ვთქვათ ,i zz E 1,i k მოცემული წერტილებია. სიმრავლეს  

                                                      








 


k

i
iii kiRzzL

1

1 ,1,: 

ეწოდება სასრულ განზომილებიანი მრავალსახეობა წარმოქმნილი kizi ,1,  წერტი-

ლებით. თუ  Lz 0 ,  მაშინ ვიტყვით რომ  მრავალსახეობა  L გადის 0z წერტილზე და 

მას აღვნიშნავთ 
0zL -ით.  ამ შემთხვევაში მრავალსახეობას ჩავწერთ შემდეგი ფორმით 

                                                 
0

1
0

1

: , 1,
k

z i i i
i

L z z z R i k 


      
 

                                           (3.7)

ფიქსირებული 0 -თვის სიმრავლე












k

i
iii kiz

1

,1,||: 

არის  00
zLz  სივრცის   ნულის ამოზნექილი შემოსაზღვრული მიდამო.  

ვთქვათ eRX  ლოკალურად ამოზნექილი ქვესიმრავლეა ე.ი. ნებისმიერი XV 

მიდამოსთვის არსებობს ისეთი ამოზნექილი მიდამო XV ̂ ისეთი რომ .ˆ
 VV  აქ   V

აღნიშნავს X სივრცის  წერტილის მიდამოს. 
ლემა 3.1.  ვთქვათ X̂ ფიქსირებული წერტილია.  შემდეგ, ვთქვათ ̂0  XV არის 

ნულის ამოზნექილი შემოსაზღვრული მიდამო და ვთქვათ ̂0̂  XV ნულის რაიმე 
მიდამოა. მაშინ არსებობს   00  ისეთი რომ  

                                                               0 0 0
ˆ , (0, ).V V    

განსაზღვრება 3.7. EXD  სიმრავლეს ეწოდება სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილი,

თუ  ნებისმიერი  ,z D   წერტილისთვის და ნებისმიერი  EL  მრავალსახეობი-

სთვის არსებობს ამოზნექილი მიდამოები XV  და  LV  ისეთი, რომ 

.DVV  

ლემა 3.2.  ვთქვათ EXD  სასრულოდ  ლოკალურად ამოზნექილი სიმრავლეა და  

 0 0 0, .z D   შემდეგ, ვთქვათ 00  XV და  00
  LV   ნულის ამოზნექილი 

შემოსაზღვრული მიდამოებია. მაშინ არსებობს ისეთი რიცხვი 00  ისეთი რომ

                                                0 0 0, , 0, , , .z z D z V V z                                 (3.8)
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განსაზღვრება 3.8. ვიტყვით, რომ (3.6) ასახვა აქვს დიფერენციალი  0 0 0,z D  

წერტილში, თუ არსებობს ისეთი წრფივი ასახვა  

                                                          m
pzzz EzEEdP   0:

0
                                                   (3.9)

რომ ნებისმიერი მრავალსახეობისთვის 

  EkiRL
k

i
iii 









 
1

1
0 ,1,:

0

(იხ. (3.7)) ადგილი აქვს წარმოდგენას 

           
00 0 0 0, , 0,zP z z P z dP z o z z V V              ,

სადაც   00  XV   და  00
  LV   არის  ნულის ამოზნექილი და შემოსაზღვრული 

მიდამოები;  00  არის რიცხვი, რომლისთვის შესრულებულია (3.8);

 
0

lim 0,
o z






   თანაბრად  VVz  0 მიმართ.

(3.9) -ს ეწოდება (3.6) ასახვის დიფერენციალი 0z წერტილში.

თეორემა 3.4 (გამყრელიძე-ხარატიშვილი).   ვთქვათ (3.6) ასახვა უწყვეტია და 
კრიტიკული 

0z ფილტრზე და ამასთან დიფერენცირებადია 0z წერტილში. მაშინ 

არსებობს ისეთი  
00

ˆ
zzW  ელემენტი და ვექტორი 0( ,..., ) 0,l    რომ ადგილი აქვს 

უტოლობას  

                                                      
0 0 0

ˆ0, ,z zdP z z cone W z     

სადაც  cone A აღნიშნავს A სიმრავლით წარმოქმნილ კონუსს. 

3.2.2. დამხმარე  დებულებები
ყოველ

         0 1 1 0 11 12 1 2 0 1 1, , ,..., , , , , , , ... ,s s st t x u A a b a b h h h h X            

ელემენტს შევუსაბამოთ ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლება

                1 1 0 1, , ,..., , , ,..., , ,s kx t f t x t x t x t u t u t u t t t t        

საწყისი პირობით
       0 0 0ˆ, , , .x t t t t x t x   
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განსაზღვრება 3.9.  0 1 1 0, , ,..., , , ,st t x u A     ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი ეწოდება

 1,̂t ინტერვალზე განსაზღვრულ    0 1 0; , , ,..., , , ,sx t t x u     ამონახსნს, რომელსაც 

აღვნიშნავთ  ;x t  -ით.

განსაზღვრებიდან გამომდინარე,

       0 0 0 10; ; , , ,x t x t x t t t     

სადაც   0 00 10 10 0 00 0 0, , ,..., , , , ,st t x u     0 00 10 0 00 00 0, ,..., , , , .st x u   

ლემა 3.3. არსებობს 
1 0  რიცხვი ისეთი, რომ ნებისმიერ ელემენტს 

          0 1 00 1 10 1 10 1 11 12; ; ; ; ( , ) ...V B t I B t I B h h             

          0 1 1 2 00 1 0 1 0 0 1 0; ( , ) ; ; ( ; )s s sB h h B x O B B u            

შეესაბამება ამონახსნი  ; ,x t   1,̂t t . ამასთან, ყოველი 0  - თვის, არსებობს 

   10,     რიცხვი ისეთი, რომ ნებისმიერი  0;V   ადგილი აქვს უტოლობას    

                                                               10 0 1; ; .x t x t   

ეს ლემა არის უწყვეტობის თეორემის შედეგი (იხ. თეორემა 1.8, გვ. 28, [48]).

განვიხილოთ ტოპოლოგიური ვექტორული სივრცე 

   
0 1 1

1 1 1 1 2
1 2... , ,

s

n n r s n
t t x x u yE R R R R R C I R E I R R E   

         

 ,y  წერტილებით, სადაც   2
0 1 1 0, , ,..., , ,

T s n
s yy t t x R      ,u E   .

ცხადია

        2
00 00 10 11 12 1 2, , , ... , s n

s s yX a t t t h h h h O R        

არის ლოკალურად ამოზნექილი სიმრავლე 2 s n
yR   - დან ინდუცრებულ ტოპოლოგიაში.

0D -ით აღვნიშნოთ ისეთი 1 1X E    ელემენტების სიმრავლე, რომლებსაც 

შეესაბამება ( ; )x t  ამონახსნი. 0D სიმრავლე არაცარიელია, ვინაიდან  0 0D  .

ლემა 3.4. 0D სიმრავლე არის სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილი.
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დამტკიცება. ვთქვათ  ,y  
ნებისმიერი ფიქსირებული წერტილია და L E  არის

წრფივი მრავალსახეობა, რომელიც  გადის  წერტილში, ე. ი.

1

1

ˆ : , , , 1, .
p

i i i i
i

L R E i p       


 
      
 



საკმარისად მცირე 0  რიცხვისათვის ყოველ yV V    ელემენტს შეესაბამება  ;x t 

ამონახსნი, აქ 

              0 1 1 11 12 1 2 0; ; ; ( , ) ... ; ( , ) ; ,y s s sV B t I B t I B h h B h h B x O                
    

ხოლო 

1

:| | , 1, .
p

i i i
i

V i p    


 
    
 




ე.ი. ამოზნექილია სიმრავლე 0.yV V D  ამრიგად, 0D სასრულოდ ლოკალურად ამო-

ზნექილია X E სივრცის მიმართ.

0D სიმრავლეზე განვსაზღვროთ ასახვა

0: n
xS D 

ფორმულით    1; .S x t 

ლემა 3.5. S ასახვის  
0

dS  დიფერენციალი 0 წერტილში გამოითვლება ფორმულით

                    
0 10 1 1 0 1 1 0 0; , , , ,..., , , , ,s sdS x t f t t t x u E             

             (3.10)

სადაც

       10 10 00 10 00 0 10 0
1

; ; ; ;
s

i i
i

x t x t Y t t f Y t t f t     



       


                     
         

10

00

00 0 10 10 0 0 00 10 0
1

; ; ;
i

ts

i i x i i
i t

Y t t f Y t t f t x t dt Y t t x   


 
     

  
  

(3.11)

               
00 10

00 0 00

0 10 0 10
1 1

; ;
i i

i

t ts k

i x i u u i
i it t

Y t t f t t dt Y t t f t u t f t u t dt


     
 

 
      

 
   ,

ხოლო   .0  E
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დამტკიცება. ვთქვათ 
0

L E  წრფივი  მრავალსახეობაა და ვთქვათ

0000 0

ˆ,   LVyXV

ნულის  შემოსაზღვრული  ამოზნექილი მიდამოებია, სადაც  0 00 10 10 0 00, , ,..., ,
T

sy t t x  , 

ხოლო  0 0 0, .u 

0D სიმრავლის სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილობიდან გამომდინარეობს 

არსებობა ისეთი მცირე რიცხვის 00  , რომ ნებისმიერი 000
ˆ),0(),( VV   გვაქვს 

.00 D 

მივიღებთ

       10 1 0 10 1 0 10 1 0 10 1 0; ; ; ;x t t x t t x t t x t t                 

     10 1 10 1 10 1; ; ; .x t t x t t o t t            

შემდეგ, 

           0 0 10 1 0 0 10 10 1 0 0 10 1; ;S S x t t x t x t t x t t                   

         
10 1

10

0 10 1 0 10 10 1 10 1; ;
t t

t

x t t x t x t t o t t f t dt


     


        
      (3.12)

   10 1 1; ,sx t f t o    
    

სადაც            0 0 10 0 0 0, , , , , ,sf t f t x t x t x t u t    ხოლო  10;x t  გამოითვლება 

ვარიაციის ფორმულით (იხ. თავი I, (1.10)).

3.2.3. P ასახვის დიფერენციალის  გამოთვლა  0 00,z  წერტილში.

განვიხილოთ ვექტორული სივრცე

 ,z   წერტილებისა.

შემოვიღოთ სიმრავლეები

0
ˆ ,X X  0.D D 

1
zE E  
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D სიმრავლე არის სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილი ˆ
zX E E    ქვესივრცეში (იხ. 

ლემა 3.4).

D სიმრავლეზე განვსაზღვროთ ასახვა

1: lP D                          

ფორმულით

      0 1 1 0, , ,..., , , ,0,...,0 .
T

sP z Q t t x S    

სადაც  0 ,..., ,
TlQ q q   0 00 10 10 0 00 0 10, , ,..., , , ,sQ t t x x t 

00 0
0

tQ Q
t





და    1; .S x t 

ლემა 3.6. P ასახვის დიფერენციალი 0z წერილში გამოითვლება ფორმულით

       
0 0 1 1 1 10 0 00 10 0 00 0 10 0 0 0 1 1

1

, ,
s

z t x x i i t x s
i

dP z Q Q Y t t f Q Y t t f t Q Q f t    




       
 



       
10

1 1

00

0 0 00 0 10 0 10 0
1

; ;
i i

ts

x i i x x i i
i t

Q Q Y t t f Q Y t t f t x t dt   


 
     

  
  

        
10

0 1 1

00 0

0 0 00 10 0 0 10 0
1

; ;
i

i

ts

x x ox i x i
i t

Q Q Y t t x Q Y t t f t t dt


   
 

     

                                     
10

1

00

10
1

; ,0,...,0 ,
i

t k
T

ox u u i
it

Q Y t t f t u t f t u t dt   


      
                (3.13)

  0, .zz E z    

დამტკიცება. ვთქვათ 
0

L E  ნებისმიერი წრფივი მრავალსახეობაა და ვთქვათ

 0 00, ,
T

V X y 
0 0V L  

ნებისმიერი შემოსაზღვრული ნულის მიდამოებია. არსებობს 0 0  რიცხვი ისეთი, რომ 

ნებისმიერი  00,  და 0 ,z V V  

0 ,z z D 

და ადგილი აქვს (3.12) ფორმულას.
გვაქვს

  0 0 00 0 10 1 10 1 0 00 0 0( ) ( ) , , ,..., , ,s sP z z P z Q t t t t x x S                 
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    00 10 10 0 00 0, , ,..., , , ,0,...,0 .
T

sQ t t x S     

ვთქვათ 0 0  რიცხვი საკმარისად მცირეა, რომ

      0 0 0 ,S t S S O            0, 0,1 0, ,t     0 ,z V V  

სადაც  ,z   (იხ ლემა (3.2)).

გარდავქმნათ სხვაობა

  00 0 10 1 10 1 0 00 0 0, , ,..., , ,s sQ t t t t x x S             

  00 10 10 0 00 0, , ,..., , ,sQ t t x S  

       
1

00 0 10 1 10 1 0 00 0 0 0 0

0

, , ,..., , ,s s

d
Q t t t t t t t t x t x S t S S dt

dt
                       

   
0 1 0 1 00 0 0 1 0 0 0 0 1

1

,
i

s

t t i x x
i

Q t Q t Q Q x Q x dS z         


        


სადაც

       
0 0 1 1 0 0

1

0 0 0 0 0 1 0 0
10

; ; ;
s

t t t t t i
i

z Q t Q t Q t Q t Q t Q        


              


         0 0 1 1 0 10 0 0 0 0 0; ; ; ,x x x x xQ t Q x Q t Q dS Q t o dt              

  
0 00 00 0 10 1 10 1; , , ,...,t tQ t Q t t t t t t t          

      0 00 0 0 0 0, , .s st x t x S t S S            

ადვილი საჩვენებელია, რომ

 0 00
lim ; 0,

i it tQ t Q




    1, 2,i   0 00

lim ; 0,
i i

Q t Q 



    1, ,i s

 0 00
lim ; 0,

i ix xQ t Q




    0,1,i 

აქედან გამომდინარე,    .z o z   ამდენად

 
0 1 1 00 0 0 0 0 1 0 0

1

( ) ( )
i

s

t t i x
i

P z z P z Q t Q t Q Q dS      
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   ,0,...,0 .
T

o z  

(3.10) და (3.11) გამოსახულებებზე დაყრდნობით მივიღებთ (3.13).

3.2.4. P ასახვა განსაზღვრულია და უწყვეტი ამოზნექილ 
0z ფილტრზე.

zE სივრცეში შემოვიღოთ ამოზნექილი  ფილტრი

                                                      ,0:);( 00
 zWz

სადაც 

             0 00 10 10 0 00; 0; ; ; ; ; ;sW z W W t W t W W W x             

   0 0; ; ;W W u   

                    00 00 00 10 10 00 10 10 11 120; 0, , ; ; , , ; ; , ; ,W W t B t a t W t B t t t B h h             

,,1),,();();( 2100 sihhBW iiii      00 00 0; ;W x B x X   ,    0 0 1; ;W B     , 

   0 0 1; ; .W u B u  

საკმარისად მცირე   0 რიცხვისთვის

                                                            0 ;W z D 

ამრიგად, P ასახვა განსაზღვრულია და უწყვეტი 
0z ფილტრზე.

3.2.5. P ასახვის კრიტიკულობა 
0z

 ფილტრზე

ცხადია, რომ

     0
0 00 10 10 0 00 0 10, , , ..., , , , 0, ..., 0 .

T

sP z q t t x x t  .

ნებისმიერი

   0
0 0, ;

5
z W z R

s

  
      

ელემენტისთვის მისი მდგენელი  0 1 1 0 0, , ,..., , , ,st t x u     და აკმაყოფილებს უტო-

ლობას 

1 2
00 0 10 1 0 00 0 0 0 0

1

,
s

i i I I
i

t t t t x x u u    


           
ამასთან

     0
0 1 1 0 1, , ,..., , , ; ,0,...,0 .

T

sP z q t t x x t    
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ელემენტი 0 ლოკალურად ოპტიმალურია, ამიტომ ნებისმიერი

   0
0 0, ;

5
z W z R

s

  
      

ელემენტისათვის ადგილი აქვს უტოლობას  

     0 0
00 10 10 0 00 0 10 0 1 1 0 1, , ,..., , , , , ,..., , , ; .s sq t t x x t q t t x x t      

ადვილი საჩვენებელია, რომ

    1 10
0 0 0; ,0,...,0

5

T l
pP W z R R p p R

s

 


           
და წერტილი 0( )P z არის 

 0
0 0;

5
P W z R

s




       
სიმრავლის  საზღვრის  წერტილი  0R სივრცის მიმართ. საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

  0
0 0 0;

5
P z P W z R

s

          
.

მაშასადამე  , 

  0
0 0;

5
P z P W z

s

         
.

3.2.6. ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობების გამოყვანა

ზემო მოყვანილი მტკიცებულებათა საფუძველზე დავასკვნით, რომ შესრულებულია  
თეორემა 3.4 ყველა პირობა.  ამიტომ არსებობს   0,...,0  l ვექტორი და 

  00
ˆˆ ; zW W z  

ელემენტი ისეთი, რომ ადგილი აქვს უტოლობას

                                                         
0 0

ˆ0,zdP z z cone W z                                         (3.14)       

სადაც  
0zdP z   აქვს (3.13)  სახე.

შემოვიღოთ ფუნქცია

                                                   
10 10; .xt Q Y t t                                                              (3.15)

ცხადია იგი აკმაყოფილებს (1.5) განტოლებას და პირობებს

                                                
110 0 10, 0, .xt Q t t t                                                             (3.16)
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(3.13), (3.15) და (3.16) გამოსახულებების გათვალისწინებით (3.14)-ში მივიღებთ

      
0 10 00 00 0 10 0 0 10 1 1

1

;
s

t i i t s
i

Q t f t t f t Q t f t        




      
 



          
10

0

00

0 00 0 10 0 0 00 0
1

;
i i

ts

i i x i i x
i t

Q t t f t f t x t dt Q t x        


 
       

  
  

     
00

00 0

0 0
1

;
i

i

ts

i x i
i t

t t f t t dt


   
 

   

                     
10

00

0
1

[ ] ( ) [ ] ( ) 0,
i

t k

u u i
it

t f t u t f t u t dt     


 
      

  0
ˆz cone W z               (3.17)

პირობა  0
ˆz cone W z   ექვივალენტურია პირობების

 ̂0;coneW R    ,     0 00 00
ˆ( ; ) ,0t cone W t t    

   1 10 10
ˆ( ; ) ,0t cone W t t     ,    1

0 0
ˆ; ,

ii i icone W R      ;,1 si 

  0 00 00
ˆ; ,x cone W x x     0 0

ˆ; ,cone W       0 0
ˆ; .u cone W u u  

ვთქვათ 0 1 1 ... 0st t        და 0,00  ux  (3.17)-ში, გვექნება

0 0,   .R  

საიდანაც

0 0. 

თუ 0...11  st  და 0 0, 0,x u     მაშინ იმის გათვალისწინებით, რომ 

0 ( ,0],t   (3.17)-დან საწყისი 00t მომენტისთვის მივიღებთ პირობას

   
00 00 00 0

1

.
s

t i i
i

Q t f t f   



  

თუ 0 1 ... 0st        და 0,00  ux  (3.17) უტოლობაში საბოლოო 10t

მომენტისთვის მივიღებთ პირობას

 
10 10 1.t sQ t f  
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თუ 0 1 0t t     და 0,00  ux  მივიღებთ

       
10

00

0 00 0 10 0
1

; 0,
i i

ts

i i x i i
i t

Q t t f t f t x t dt     


 
      

  
   , 1, .i i s  

ზემოთ მოყვანილი პირობებიდან 0, 1,i i s  დაგვიანებებისთვის გვექნება

       
10

00

0 00 0 10 0; , 1,
i i

t

i i x i

t

Q t t f t f t x t dt i s         

ვთქვათ 0 1 1 ... 0st t          და 0,0  u (3.17)-ში. მაშინ

                                         ,0)( 0000 0
 xtQ x    0 00 00

ˆ; .x cone W x x                   

(3.18)

დავამტკიცოთ ჩართვა

  00 00 0 00
ˆ; .cone W x x X x   

მართლაც, ვთქვათ 0 0x X ნებისმიერი წერტილია. 
0X სიმრავლის ამოზნექილობიდან 

გამომდინარეობს,რომ ნებისმიერი  0,1 - თვის, წერტილი  00 0 00 0.x x x x X    

მეორე მხრივ, საკმარისად მცირე 0  - თვის, ).ˆ;( 00  xBx  ამრიგად

    00 0 00 00 00
ˆ;x x x x cone W x x       .

აქედან დავასკვნით, რომ   0 00 00 00
ˆ;x x cone W x x   . ამდენად (3.18) უტოლობა  სამა-

რთლიანია 0000000 xXxxx  , რომელიც ექვივალენტურია ტოლობის

     
0 0

0 0
0 00 00 0 00 0max .x x

x X
Q t x Q t x   


  

ვთქვათ 0 1 1 ... 0st t          და 0,00  ux  , მაშინ გვექნება

     
00

00 0

00 0 0
1

; 0,
i

i

ts

i x i
i t

t t f t t dt


   
 

        0 0
ˆ; .cone W    

ანალოგიურად შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ

  0 0 1 0
ˆ; .cone W       
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ამრიგად,

     
 

     
10 10

1
00 0 00 0

0 0 0 0 0
1 1

max .
i i

i i

t ts s

i x i i x i
t

i it t

t f t t dt t f t t dt


 

       


  

      

ახლა განვიხილოთ შემთხვევა, როცა 0 1 1 ... 0st t          და 0 0.x   (3.17)-

დან მივიღებთ

         
10

00
1

0,
i

t k

u u i
it

t f t u t f t u t dt   


 
    
   0 0

ˆ; .u cone W u u  

ანალოგიურად შეიძლება დავამტკიცოთ, რომ

  0 0 1 0
ˆ; .cone W u u u    

ამდენად,

         
10

00

0 0
1

i

t k

u u i
it

t f t u t f t u t dt 


 
  

 


 
         

10

1
00

1

max .
i

t k

u u i
u t

it

t f t u t f t u t dt 
 

 
   

 


□
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თავი IV. ოპტიმალური მართვის ამოცანა უწყვეტი საწყისი პირობით. 
ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობები

4.1. ამოცანის დასმა და ძირითადი შედეგების ფორმულირება

განვიხილოთ ოპტიმალური მართვის ამოცანა

                                               1 1, , ,..., , , ,..., ,s kx t f t x t x t x t u t u t u t                     (4.1)

                                                                               0 1 1, , ,t t t I u  

                                                                 ,x t t  0,̂ ,t t                                                        (4.2)

                                                   0 1 1 0 1, , ,..., , , 0,i
sq t t t x t    1, ,i l                                       (4.3)

                                                         0
0 1 1 0 1, , ,..., , , min .sq t t t x t                                            (4.4)

(4.1)-(4.4) ამოცანას ეწოდება ოპტიმალური მართვის ამოცანა უწყვეტი საწყისი პირობით.

განსაზღვრება 4.1. ვთქვათ, 

         0 1 1 1 11 11 1 2 1 1, , ,..., , , , , , ... ,s s st t u A a b a b               

ფუნქციას    ; ,x t x t O   1,̂t t ეწოდება (4.1) განტოლების ამონახსნი (4.2) უწყვეტი 

საწყისი პირობით, ან  ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი და განსაზღვრული  1,̂t

ინტერვალზე, თუ ის აკმაყოფილებს (4.2) პირობას და აბსოლუტურად უწყვეტია  0 1,t t

ინტერვალზე და აკმაყოფილებს განტოლებას თითქმის ყველა t - სათვის  0 1,t t   

ინტერვალზე.

განსაზღვრება 4.2.  0 1 1, , ,..., , ,st t u A     ელემენტს ეწოდება დასაშვები, თუ მისი 

შესაბამისი ამონახსნი    ;x t x t  აკმაყოფილებს (4.3) სასაზღვრო პირობას.

0A -ით აღვნიშნოთ დასაშვები ელემენტების სიმრავლე.

განსაზღვრება 4.3.  0 00 10 10 0 0 0 0, , ,..., , ,st t u A     ელემენტს ეწოდება ლოკალურად 

ოპტიმალური, თუ არსებობს ისეთი 00  რიცხვი, რომ ნებისმიერი 0A ელემენტი-

სთვის, რომლისთვისაც შესრულებულია პირობა

1 2
00 0 10 1 0 0 0 0

1

,
s

i i I I
i

t t t t u u    
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ადგილი აქვს უტოლობას

         0 0
00 10 10 0 0 00 0 10 0 1 1 0 1, , , ..., , , , , , ..., , , .s sq t t t x t q t t t x t     

თეორემა 4.1. ვთქვათ, 0 ოპტიმალური ელემენტია, რომლისთვისაც  00 10, ,t t a b და 

შესრულებული შემდეგი პირობები:

1) 0 10...s   და  0 1 2, ,i i ih h  1, ;i s

2) ფუნქცია  0 t არის აბსოლუტურად უწყვეტი და  0 t შემოსაზღვრულია;

3) ფუნქცია  0 ,f w სადაც   1
1, , ,..., s

sw t x x x I O      შემოსაზღვრულია;

4) არსებობს სასრული ზღვრები

 
00

0 0lim ,
t t

t 

 
   

0
0lim ,

w w
f w f 


   1

00, ,sw a t O  

სადაც       0 00 0 00 0 00 10 0 00 0, , ,..., ;sw t t t t      

5) არსებობს სასრული ზღვარი

 
1

0 1lim ,
s

sw w
f w f






   1
00 10, ,sw t t O           1 10 0 10 0 10 10 0 10 0, , , ..., .s sw t x t x t x t    

მაშინ არსებობს   0,...,0  l ვექტორი, რომლისთვისაც 0 0  და ამონახსნი 

      1 ,..., nt t t   განტოლებისა

                       0 0
1

,
i

s

x i x i
i

t t f t t f t    


      00 10, ,t t t     0,t    10 ,t t                (4.5)

ისეთი, რომ შესრულებულია ქვემოთ მოყვანილი პირობები:

6) პირობა 00t და 10t მომენტებისთვის:

   
0 00 0 00 0 00( ) ,t xQ Q t t f         

10 10 1;t sQ t f  
 

7) პირობა 0 , 1,i i s  დაგვიანებებისთვის,

     
00 0

0

00

0 0 0 ,
i

i i

t

x i

t

Q t f t x t dt


  


   1, ;i s

8) ინტეგრალური მაქსიმუმის პრინციპი  0 t საწყისი ფუნქციისათვის,

         
00

0

00 0

0 00 0 00 0 0 0
1

i

i

ts

x i x i
i t

Q t t t f t t dt
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00

0
1

00 0

0 00 00 0 0
1

max ;
i

i

ts

x i x i
t

i t

Q t t t f t t dt




     


 

        

9) ინტეგრალური მაქსიმუმის პრინციპი სამართი  0u t ფუნქციისათვის,

         
10

00

0 0 0
1

i

t k

u u i
it

t f t u t f t u t dt 


 
   


 
         

10

1
00

0
1

max
i

t k

u u i
u t

it

t f t u t f t u t dt 




     


10) პირობა  t ფუნქციისათვის,

 
110 0 .xt Q 

თეორემა 4.2. ვთქვათ, 0 ოპტიმალური ელემენტია, რომლისთვისაც  00 10, ,t t a b და 

ვთქვათ შესრულებულია თეორემა 4.1-ის 1)-3) პირობები. ამასთან, არსებობს სასრული 
ზღვრები

 
00

0 0lim ,
t t

t 

 
   

0
0lim ,

w w
f w f 


   1

00 , ,sw t b O  

 
1

0 1lim ,
s

sw w
f w f






   1
10, ,sw t b O                    

მაშინ არსებობს   0,...,0  l ვექტორი, რომლისთვისაც 0 0  და

      1 ,..., nt t t   (4.5) განტოლების ამონახსნი ისეთი, რომ თეორემა 4.1-ის  7)-10) 

პირობებია შესრულებული. ამასთან,

   
0 00 0 00 0 00( ) ,t xQ Q t t f         

10 10 1.t sQ t f  
 

თეორემა 4.3. ვთქვათ, 0 ოპტიმალური ელემენტია, რომლისთვისაც  00 10, ,t t a b და 

ვთქვათ შესრულებულია თეორემების  4.1 და 4.2  პირობები. ამასთან, 0 0 0: ,      

: ,f f f   1 1 1: .s s sf f f 
    მაშინ არსებობს   0,...,0  l ვექტორი, რომლისთვისაც

0 0  და (4.5)  განტოლების ამონახსნი ისეთი, რომ 7)-10) პირობებია შესრულებული. 
ამასთან,

   
0 00 0 00 0 00( ) ,t xQ Q t t f        

10 10 1.t sQ t f   

ვარიაციის ფორმულების გამოყენებით (იხ. თავი II, (2.10)) თეორემები 4.1-4.3 
მტკიცდება ანალოგიური სქემით.
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დასკვნა
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მიმართ, როცა საწყისი მომენტისა და დაგვიანების პარამეტრების ვარიაციის ნიშნები, 
საზოგადოდ, ერთმანეთს არ ემთხვევა. ცალცალკე განხილულია შემთხვევა, როცა 
საწყისი მომენტი განიცდის ცალმხრივ და ორმხრივ ვარიაციას. ვარიაციის ფორმულებში 
გამოვლენილია საწყისი მომენტისა და დაგვიანებების შეშფოთების,  წყვეტილი და 
უწყვეტი საწყისი პირობების ეფექტები. საწყისი მონაცემების ქვეშ იგულისხმება საწყისი 
მომენტის, დაგვიანების პარამეტრების, საწყისი ვექტორის, საწყისი და მართვის 
ფუნქციების ერთობლიობა. დადგენილია განტოლებისა და საწყისი  პირობის სახე, 
რომლებსაც აკმაყოფილებს ამონახსნის ვარიაცია. 

  ვარიაციის ფორმულები საშუალებას იძლევა მიღებული იქნეს საწყისი მონაცემების 
ოპტიმალურობის  აუცილებელი პირობები, ანალიზურად აგებული იქნეს შეშფოთე-
ბული განტოლების მიახლოებითი ამონახსნი, განხორციელდეს დიფერენციალური 
მოდელების სენსიტიური ანალიზი.

   ოპტიმალური ამოცანებისთვის დაგვიანებებით როგორც ფაზურ კოორდინატებში 
ასევე მართვებში, ზოგადი სასაზღვრო პირობითა და ფუნქციონალით, ზემოაღნიშნული 
ვარიაციის ფორმულების გამოყენებით, მიღებულია ოპტიმალურობის აუცილებელი 
პირობები: საწყისი და საბოლოო მომენტებისთვის ტოლობისა და უტოლობი სახით;   
დაგვიანების პარამეტრებისთვის ტოლობის სახით; საწყისი ვექტორისთვის უტოლობის 
სახით; საწყისი და მართვის ფუნქციებისთვის ინტეგრალური მაქსიმუმის პრინციპის 
ფორმით.
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ვარიაციის ფორმულა საშუალებას  იძლევა განტოლების ამოუხსნელად, დადგინდეს საწყისი განტოლების ამონახსნზე შეშფოთებების გავლენის ეფექტები. ვარიაციის ფორმულები ერთის მხრივ ფუნდამენტურ როლს ასრულებენ ოპტიმიზაციის ამოცანებში ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობების დამტკიცებისას, მეორეს მხრივ ისინი საშუალებას იძლევიან, ანალიზურად აიგოს შეშფოთებული განტოლების ამონახსნი და განხორციელდეს დიფერენციალური მოდელების სენსიტიური ანალიზი. 


ნაშრომში,  წყვეტილი საწყისი პირობის შემთხვევაში დამტკიცებულია ამონახსნის ვარიაციის ფორმულები  ძირითადი ინტერვალის საბოლოო მომენტის მიდამოში (ლოკალური ფორმულები) საწყისი  მომენტის ცალმხრივი და ორმხრივი ვარიაციის გათვალისწინებით. 

უწყვეტი საწყისი პირობის შემთხვევაში დამტკიცებულია ამონახსნის ვარიაციის ფორმულები  მთელ ძირითად ინტერვალზე (გლობალური ფორმულები). 

ამონახსნის ვარიაციის ფორმულებში  გამოვლენილია საწყისი მონაცემების, წყვეტილი და უწყვეტი საწყისი პირობების ეფექტები. დადგენილია განტოლებისა და საწყისი პირობების სახე, რომელსაც აკმაყოფილებს ამონახსნის ვარიაცია. აგებულია შეშფოთებული განტოლების მიახლოებითი ამონახსნი, საილუსტრაციოდ განხილულია მაგალითი. ვარიაციის ფორმულების სახე დაკონკრეტებულია წრფივი განტო-ლებისათვის.  


სადისერტაციო ნაშრომში, ადრე ცნობილი ნაშრომებისგან განსხვავებით, სიახლეს  წარმოადგენს ის გარემოება, რომ  აქ ამონახსნის ვარიაციის ფორმულები დამტკიცებულია სამართი განტოლებისთვის მრავალი დაგვიანებით, გათვალისწინებულია დაგვიანების პარამეტრების შეშფოთება  და კიდევ საწყისი მომენტისა და დაგვიანებების ვარიაცის ნიშნები, საზოგადოდ,  ერთმანეთს არ ემთხვევა. 

დამხმარე დებულებების სახით ნაშრომის ამ ნაწილში, წყვეტილი და უწყვეტი საწყისი პირობების შემთხვევისათვის, საწყისი მომენტის ცალმხრივი და ორმხრივი  ვარიაციის გათვალისწინებით,დადგენილია ამონახსნის ნაზრდის რიგი მცირე პარამეტრის  მი-მართ, გამოთვლილია ნაზრდის მნიშვნელობა  საწყის მომენტში.  ეს შედეგები არსებითად გამოიყენება ვარიაციის ფორმულების დამტკიცებისას.

ოპტიმიზაციის ამოცანებისთვის წყვეტილი და უწყვეტი საწყისი პირობით, ზოგადი სასაზღვრო პირობებითა და ფუნქციონალით, მრავალი დაგვიანებით ფაზურ კორდინატებსა და მართვებში დამტკიცებულია ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობები: საწყისი და საბოლოო მომენტებისთის უტოლობისა და ტოლობის სახით; ფაზურ კოორდინატებში შემავალი დაგვიანების პარამეტრებისათვის ტოლობის სახით;  საწყისი ვექტორისთვის ტოლობის სახით; საწყისი და მართვის ფუნქციებისთვის ინტეგრალური მაქსიმუმის პრინციპის ფორმით.  ნაშრომის ამ ნაწილში განსაკუთრებულ სიახლეს წარმოადგენს ის  გარემოება, რომ განხორციელებულია ფაზურ კოორდინატებში შემა-ვალი დაგვიანებების ოპტიმიზაცია, ხოლო მართვებში შემავალი დაგვიანებები საზო-გადოდ არათანაზომადია. ზოგადი შედეგები დაკონკრეტებულია ოპტიმალური ამოცა-ნისათვის  დამაგრებული ბოლოებით და ინტეგრალური ფუნქციონალით.

დამხმარე დებულებების სახით ნაშრომის ამ ნაწილში აგებულია  ოპტიმალური ამოცანის შესაბამისი ასახვა, დამტკიცებულია მისი უწყვეტობა და კრიტიკულობა ამოზნექილ  ფილტრზე, ამონახსნის ვარიაციის ფორმულის საფუძველზე გამოთვლილია ასახვის დიფერენციალი. ეს შედეგები არსებითად გამოიყენება ოპტიმალურობის აუცი-ლებელი პირობების დამტკიცებისას.


Abstract

   The work is devoted to the variation formulas of solution and optimization problems  for the nonlinear controlled functional differential equation with several constant delays in the phase coordinates and in controls with discontinuous and continuous initial conditions. 

The variation formula of solution is called the linear representation of the main part of deference of solutions of the perturbed and initial equations – with respect to perturbations of initial date. 


The initial condition is called discontinuous if the values of the trajectory and the initial function, in general, does not coincide at the initial moment. The initial condition is called the continuous if the values of the trajectory and the initial function always coincide at the initial moment.


In the case of the discontinuous initial condition under the initial date we mean the collection  of initial moment, delay parameters in the phase coordinates, initial vector, initial and controll functions, but in the case of the continuous initial condition unlike the above considered , the collection  of initial date does not contains the initial vector. 


The variation formula allows one to determine the effects of perturbations on the solution of the initial equation without solving of equation. On one side variation formulas plays the fundamental role of proving the necessary conditions of optimality in the optimization problems, on the other side they allows us to construct analytically the solution of perturbed equation and to implement sensitivity analysis of the differential models.  


In the work, in the case of the discontinuous initial condition the variation formulas (local formulas) are proved in the neighborhood of the finally moment of the main interval taking into account the variation from one and both side. 

In the case of the continuous initial condition the variation formulas (global formulas) are proved in the whole interval. 

In the variation formulas of solution the effects of initial date, discontinuous and continuous initial conditions are revealed. It is established the form of the equation and initial conditions, which satisfies the solution of variation. It is constructed the approximate solution of perturbed equation, to illustrate this there is considered an example. The form of variation formulas are specified for linear equation. 

In the dissertation thesis, unlike earlier papers, the novelty is the fact that here the variation formulas are proved for controlled equation with several delays with respect to perturbation of delay parameters and moreover, the signs of variations of initial moment and delays in generally, are different.


In this part of the work with the form of auxiliary assertions, in the case of the discontinuous and continuous initial conditions, taking into account one-sided and two-sided variation of the initial moment, it is established the order of increment of solution with respect to a small parameter and the value of the increment at the initial moment is calculated. These results are essentially used in proving of variation formulas of solution.

For the optimization problems with the discontinuous and continuous initial conditions, with general boundary conditions and functional with several delays in the phase coordinates and controls are proved the necessary optimality conditions:  for the initial and final moments in the form of inequalities and equalities; for delays containing in the phase coordinates in the form of equalities; for the  initial  vector in the  form  of   equality,  and    for  the initial function and control function in the form of  the  integral maximum principle. 

In this part of work the essential novelty is that here we have optimization of the delays in the phase coordinates and delays in the controls are uncommensurability. The general optimality conditions are concretized:  for the optimization problem with the fixed ends and integral functional.

In this part of the work with the form of auxiliary assertions, it is constructed an appropriate map of the optimal problem, it is proved of the continuity and criticality on the convex filter, using of variation formulas of solution it is calculated the differential of map. These results are essentially used in proving of necessary optimality conditions.
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 მომენტში ასევე დროის წინა 
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 მომენტებში (წარსულში), როგორც წესი, აღიწერება სამართი დაგვიანებულ არგუმენტიანი ფუნქციონალურ-დიფერენციალურ განტოლებათა  სისტემით
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რიცხვებს 
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  ეწოდება დაგვიანებები (დაგვიანების პარამეტრები, დაგვიანების ფაქტორი), ხოლო 
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 არის მართვის ფუნქციები, ხოლო  
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 არის მოცემული რიცხვი. (4) ფორმულა  გვიჩვენებს, რომ 
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 მომენტში ინვესტიციის მოცულობა დამოკიდებულია ფულის მასაზე 
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 მომენტებში და  პროდუქციის გამოშვების 
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  მომენტში. (2)-დან (3)-(4)-ის გათვალისწინებით  მივიღებთ განტოლებას
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ეს განტოლება არის ეკონომიკური  ზრდის უმარტივესი  მათემატიკური მოდელი, სადაც გათვალისწინებულია დაგვიანების ფაქტორი (წინაისტორია). 

სხვადასხვა კლასის ფუნქციონალურ–დიფერენციალური განტოლებებისა და მათი შესაბამისი ოპტიმიზაციის ამოცანების  გამოკვლევას მრავალი ნაშრომი მიეძღვნა, მათშორისაა შრომები: ნ. აზბელევი და ლ. რახმატულინა [1] ; რ. აგარვალი, ლ. ბერეზანსკი,  ე. ბრავერმანი და ა. დომოშნიცკი [2]; ლ. ალხაზიშვილი [3]; ა. არუთინოვი და                     მ. მარდანოვი [4]; მ. აშორდია [5];  ს.  ბეიკერი [6]; ჰ. ბენქსი [7]; ლ. ბეკლარიანი [8];           რ. ბელმანი და კ. კუკი [9]; ა. ბოჩია და რ. ვინტერი [10]; რ. გაბასოვი და ფ. კირილოვა [15];  ლ. გოლმანი და ჰ. მაურერი [18]; ნ. გორგოძე [17]; რ. დრაივერი [11]; ფ. დვალიშვილი და ი. რამიშვილი [13]; ლ. ელსგოლცი და ს. ნორკინი [14]; ჯ. ვარგა [53];  თ. თადუმაძე [48, 49]; თ. თადუმაძე და ლ. ალხაზიშვილი  [50, 51] ; თ. თადუმაძე და ა. ნაშავი [52];               მ.  იორდანიშვილი [22]; ი. კიღურაძე და ბ. პუჟა [25]; ვ. კოლმანოვსკი და ა. მიშკისი [26]; რ. კოპლატაძე [27]; რ. კოპლატაძე და თ. ჭანტურია [28]; ზ. მაჩაიძე [29]; ა. მანიტიუსი [30]; მ. მარდანოვი, კ. მანსიმოვი და ტ. მელიქოვი [31]; ნ. მარკოზაშვილი [32]; ა. მიშკისი [33]; ბ. მორდუხოვიჩი [34]; ლ. ნოიშტადტი [35]; ს. ნიკოლესკუ [36]; ნ. ოგუსტორელი [37]; ზ. სოხაძე [47]; ნ. ფარცვანია [38];  გ. ხარატიშვილი [23]; გ. ხარატიშვილი და                     თ.  თადუმაძე [24]; ა. ჰალანაი [19, 20]; ჯ. ჰეილი [21] და სხვა.

 სადისერტაციო ნაშრომის პირველი ნაწილი (თავი 1 და 2) ეხება ამონახსნის ვარიაციის ფორმულებს. ამონახსნის ვარიაციის ფორმულა (მოკლედ – ვარიაციის ფორმულა) ეწოდება   შეშფოთებული და თავდაპირველი განტოლების ამონახსნების სხვაობის (ამონახსნის ნაზრდი)  მთავარი ნაწილის (ამონახსნის ვარიაცია) წრფივად წარმოდგენას შეშფოთებების მიმართ. ვარიაციის ფორმულა საშუალებას  იძლევა განტოლების ამოუხსნელად, დადგინდეს საწყისი განტოლების ამონახსნზე შეშფოთებების გავლენის ეფექტები. ვარიაციის ფორმულები ერთის მხრივ ფუნდამენტურ როლს ასრულებენ ოპტიმიზაციის ამოცანებში ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობების დამტკიცებისას, მეორეს მხრივ ისინი საშუალებას იძლევიან, ანალიზურად აიგოს შეშფოთებული განტოლების ამონახსნი და განხორციელდეს დიფერენციალური მოდელების სენსიტიური ანალიზი. თუ განვიხილავთ შეშფოთებული განტოლების ამონახსნს, როგორც შეშფოთებათა სივრცეზე განსაზღვრულ ასახვას, მაშინ ამონახსნის ვარიაციის ფორმულა ასახვის დიფერენციალი იქნება. აქედან გამომდინარე, ამონახსნის ვარიაციის ფორმულა მჭიდროდ არის დაკავშირებული ამონახსნის საწყისი მონაცემებისა და პარამეტრების მიმართ დიფერენცირებადობის კლასიკურ მიმართულებასთან. აღსანიშნავია, რომ ამ  მიმართულებით მიღებული შედეგები  გამომდინარეობს ამონახსნის ვარიაციის ფორმულიდან.

ვარიაციის ფორმულა, არაწრფივი ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლებისთვის, სადაც შეშფოთებას განიცდის განტოლების მარჯვენა მხარე, საწყისი მომენტი და ვექტორი, პირველად, დამტკიცებული  იყო  რ. გამყრელიძის მიერ [16]. მანვე  შემოიღო  ტერმინი ”ამონახსნის ვარიაციის ფორმულა”. ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლებისთვის ერთი დაგვიანებით, ვარიაციის ფორმულაში საწყისი მომენტის შეშფოთებისა და  საწყისი პირობის წყვეტილობის ეფექტები პირველად გამოვლენილი იყო თ. თადუმაძის მიერ [48]. 

სადისერტაციო ნაშრომში, ვარიაციის ფორმულები დამტკიცებულია  (1) განტოლებისთვის წყვეტილი და  უწყვეტი საწყისი პირობით, საწყისი მონაცემების შეშფოთებების მიმართ. 

პირობას

                                                         

[image: image26.wmf](


)


(


)


(


)


000


,,


xttttxtx


j


=<=


                                                  (2)

ეწოდება წყვეტილი საწყისი პირობა, რადგანაც, საზოგადოდ , 
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  (2) პირობაში 
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 არის უწყვეტი საწყისი ფუნქცია, რომელიც ახასიათებს  სისტემის  მდგომარეობას წარსულში ანუ სისტემის წინაისტორიას, ხოლო 
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 ვექტორი არის სისტემის მდგომარეობა საწყის 
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 მომენტში. (2) პირობა მიუთითებს  იმაზე, რომ სისტემის ყოფაქცევა 
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 მომენტში შეიძლება არ იყოს მისი წარსულის უწყვეტი გაგრძელება არამედ იგი  შეიძლება იცვლებოდეს მყისიერად, მაგალითად  ორგანიზმში ვირუსების მომენტალური შემოჭრა, შემოსავლის მომენტალური ცვლილება  და ა. შ.

პირობას
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ეწოდება უწყვეტი საწყისი პირობა, რადგანაც,  ყოველთვის 
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წყვეტილი  საწყისი პირობის შემთხვევაში, საწყისი მონაცემების ქვეშ იგულისხმება საწყისი მომენტის,  ფაზურ კოორდინატებში შემავალი დაგვიანების პარამეტრების, საწყისი ვექტორის, საწყისი  და მართვის ფუნქციების ერთობლიობა, ხოლო უწყვეტი  საწყისი პირობის შემთხვევაში საწყისი მონაცემების ერთობლიობა, განსხვავებით ზემოაღნიშნულისა,  არ შეიცავს საწყის ვექტორს.

პირველ თავში, ძირითადი ინტერვალის მარჯვენა ბოლოს მიდამოში, დამტკიცებულია  ვარიაციის ფორმულები (ლოკალური ფორმულები) (1) სამართი განტოლებისთვის წყვეტილი საწყისი პირობით, საწყისი მომენტის ცალმხრივი და ორმხრივი ვარიაციის შემთხვევისთვის. 1.1 პუნქტში ჩამოყალიბებულია ძირითადი  თეორემები; ამოწერილია ლოკალურ ვარიაციის ფორმულებში საწყისი მონაცემების შეშფოთებისა  და წყვეტილი საწყისი პირობის ეფექტები; დადგენილია განტოლებისა და საწყისი პირობის სახე რომელსაც აკმაყოფილებს ამონახსნის ვარიაცია; დადგენილია შეშფოთებული განტოლების მიახლოებითი ამონახსნის ანალიზური სახე; საილუსტრაციოდ განხილულია მაგალითი.

აღვნიშნავთ, რომ,  თეორემა 1.1-1.3–ის მსგავსი  თეორემები აგრეთვე სამართლიანია განტოლებისათვის
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ამავე პუნქტში (3) განტოლებისთვის და შესაბამისი წრფივი განტოლებისთვის ამოწერილია ვარიაციის ფორმულები. (3) განტოლებისათვის ვარიაციის ფორმულების დამტკიცება ხორციელდება 1.3 და 1.4 პუნქტებში მოყვანილი სქემით და არანაირ სიძნელეს არ წარმოადგენს. შევნიშნავთ, რომ ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობების დამტკიცებისას გამოიყენება (3) განტოლების  შესაბამისი ვარიაციის ფორმულა. 

1.2  პუნქტში დადგენილია ამონახსნის ნაზრდის რიგი მცირე პარამეტრის მიმართ  და გამოთვლილია მისი მნიშვნელობა საწყის მომენტში. ეს შედეგები არსებითად გამოიყენება ვარიაციის ლოკალური ფორმულების დამტკიცებისას, რომელიც განხორციელებულია  1.3  და 1.4  პუნქტში. 

 სადისერტაციო ნაშრომში სიახლეს  წარმოადგენს ის გარემოება, რომ ვარიაციის ფორმულები აქ დამტკიცებულია სამართი განტოლებისთვის მრავალი დაგვიანებით, სადაც [50, 51] ნაშრომებისგან განსხვავებით განხორციელებულია დაგვიანების პარამეტრების შეშფოთება, ხოლო [52] შრომისგან განსხვავებით საწყისი მომენტისა და დაგვიანებების ვარიაცის ნიშნები, საზოგადოდ,  ერთმანეთს არ ემთხვევა.

მეორე თავში, მთელს ძირითად ინტერვალზე, დამტკიცებულია  ვარიაციის ფორმულები (გლობალური ფორმულები) (1) სამართი განტოლებისთვის უწყვეტი საწყისი პირობით, საწყისი მომენტის ცალმხრივი და ორმხრივი ვარიაციის შემთხვევისთვის. 2.1 პუნქტში ჩამოყალიბებულია ძირითადი  თეორემები; ამოწერილია გლობალურ ვარიაციის ფორმულებში საწყისი მონაცემების შეშფოთებისა  და უწყეტი საწყისი პირობის ეფექტები; დადგენილია განტოლებისა და საწყისი მონაცემების სახე რომელსაც აკმაყოფილებს ამონახსნის ვარიაცია;  დადგენილია შეშფოთებული განტოლების მიახლოებითი ამონახსნის ანალიზური სახე; საილუსტრაციოდ განხილულია მაგალითი. ამავე პუნქტში (3) განტოლებისთვის უწყვეტი საწყისი პირობით აგრეთვე ამოწერილია ვარიაციის ფორმულა. 

 2.2  პუნქტში დადგენილია ამონახსნის ნაზრდის რიგი მცირე პარამეტრის მიმართ  და გამოთვლილია მისი მნიშვნელობა საწყის მომენტში, რომლებიც არსებითად გამოიყენება  ვარიაციის გლობალური ფორმულების დამტკიცებისას, რომლებიც განხორცი-ელებულია 2.3 და 2.4 პუნქტში.

 აღვნიშნავთ, რომ ვარიაციის ფორმულების დამტკიცება განხორციელებულია [49]-ში მოყვანილი მეთოდის საფუძელზე.   

სადისერტაციო ნაშრომის მეორე ნაწილი ეხება ოპტიმალური ამოცანების გამოკვლევას. ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობა–პონტრიაგინის მაქსიმუმის პრინციპის ანალოგი სწრაფქმედების ოპტიმალური ამოცანისათვის 
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პირველად დამტკიცებული  იყო გურამ ხარატიშვილის მიერ  ნაშრომში [23], ამ შედეგის გავრცელებას სხვადასხვა კლასის ოპტიმალურ ამოცანებზე დაგვიანებით მრავალი ნაშრომი მიეძღვნა, მათშორის  [3, 4, 7, 8, 10, 15, 17-19, 24, 29-32, 34, 35, 37, 42, 45, 49].  

მესამე თავში განხილულია ოპტიმალური ამოცანა წყვეტილი საწყისი პირობით

              

[image: image39.wmf](


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


[


]


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


1101


000


01101


0


01101


,,,...,,,,...,,,,


,,,


,,,...,,,0,1,,


,,,...,,,min.


sk


i


s


s


xtftxtxtxtutututttt


xttttxtx


qttxxtil


qttxxt


ttqq


j


tt


tt


ì


=----Î


ï


=<=


ï


í


==


ï


ï


®


î


&


             (4)

 3.1 პუნქტში თეორემების სახით მოყვანილია ელემენტის (ელემენტის ქვეშ იგულისხმება საწყისი მონაცემისა და საბოლოო მომენტის ერთობლიობა) ლოკალურად ოპტიმალურობის  აუცილებელი პირობები: საწყისი და საბოლოო მომენტებისთვის უტოლობისა და ტოლობის სახით; დაგვიანების პარამეტრებისთვის ტოლობის სახით; საწყისი ვექტორისთვის ტოლობის  სახით; საწყისი და მართვის ფუნქციებისთვის ინტეგრალური მაქსიმუმის პრინციპის ფორმით. ზოგადი შედეგები დაკონკრეტებულია ოპტიმალური ამოცანისათვის  დამაგრებული ბოლოებით და ინტეგრალური ფუნქციონალით.  

   თეორემა 3.1 დამტკიცებულია 1.1 პუნქტში (3) განტოლებისთვის მოყვანილი ამონახსნის ვარიაციის ფორმულებისა და  კრიტიკულობის გამყრელიძე-ხარატიშვილის აუცილებელი პირობის საფუძველზე [49]. სახელდობრ, ვექტორულ სივრცეში აგებულ სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილ სიმრავლეზე შემოღებულია ასახვა, დამტკიცებულია მისი უწყვეტობა და კრიტიკულობა ამოზნექილ ფილტრზე, გამოთვლილია ასახვის დიფერენციალი, ამის შემდეგ კრიტიკულობის აუცილებელი პირობიდან მიღებულია ელემენტის ლოკალურად  ოპტიმალურობის  აუცილებელი პირობები. 

   მეოთხე თავში განხილულია ოპტიმალური ამოცანა უწყვეტი საწყისი პირობით. ანალოგიური სქემით დამტკიცებულია ელემენტის (ამ შემთხვევაში ელემენტი არ შეიცავს საწყის ვექტორს) ლოკალურად ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობები.


სადისერტაციო ნაშრომის ძირითადი შედეგები მოხსენებული იყო სამეცნიერო სემინარებზე  (თსუ გმი, ნანტის უნივერსიტეტი), საერთაშორისო კონფერენციაზე (კვიპროსი, ბაქო, ჩინეთი,  ისრაელი)  და გამოქვეყნებულია [39–46] შრომებში.

კვლევა განხორციელდა შოთა რუსთაველის ეროვნული სამეცნიერო ფონდის ფინანსური მხარდაჭერით [გრანტის ნომერი № PhD_F_17_89].     

თავი I. ამონახსნის ვარიაციის ლოკალური ფორმულები სამართი ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლებისათვის მრავალი დაგვიანებით და  წყვეტილი საწყისი პირობით

1.1. ამოცანის დასმა და ძირითადი შედეგების ფორმულირება
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 – განზომილებიანი 
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 ვექტორ–ფუნქცია აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს: 

ა) თითქმის ყველა 
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 უწყვეტად წარმოებადია; 

ბ) ყოველი ფიქსირებული 
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ზომადია 
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 ინტერვალზე; 

  გ)  ნებისმიერი 
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  კომპაქტებისათვის  არსებობს ფუნქცია 
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 ისეთი, რომ ადგილი აქვს უტოლობას
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ყოველი  
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 და თითქმის ყველა 
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 ფუნქციების სივრცე, სადაც 
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 არის ზომადი 
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 ფუნქციების სიმრავლე, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას 
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 ელემენტს შევუ-საბამოთ  დაგვიანებულ  არგუმენტიანი სამართი ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლება  
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                          (1.1)       წყვეტილი საწყისი პირობით
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განსაზღვრება 1.1.  ვთქვათ 
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 ეწოდება (1.1) განტოლების ამონახსნი (1.2) საწყისი პირობით, ან  
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 ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი, განსაზღვრული 
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  ინტერვალზე, თუ ის აკმაყოფილებს (1.2) - პირობას და აბსოლუტურად უწყვეტია 
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 ინტერვალზე და აკმაყოფილებს (1.1) განტოლებას თითქმის ყველგან 
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 ფიქსირებული ელემენტია.  შემოვიღოთ ვარიაციათა სიმრავლე
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სადაც 
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 ფიქსირებული რიცხვია, 
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 ელემენტის შესაბამისი ამონახსნი განსაზღვრული 
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 ინტერვალზე. არსებობს რიცხვები  

[image: image96.wmf]1


0


d


>


 და 

[image: image97.wmf]1


0


e


>


 [image: image99.png] QUOTE  
 ისეთი, რომ ნებისმიერი 
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   და მას შეესაბამება  ამონახსნი 
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  განსაზღვრული ინტერვალზე 
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ცხადია,  რომ  
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 ინტე-რვალზე. ამიტომ შეგვიძლია ვიგულისხმოთ, რომ 
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 ამონახსნის ნაზრდი:
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                          (1.3)

ამოცანის ფორმულირება: ამონახსნის ნაზრდი  
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არის შემდეგი განტოლების ამონახსნი



[image: image747.wmf](


)


[


]


(


)


[


]


(


)


[


]


(


)


[


]


(


)


000


11


ii


ss


xxixiiu


ii


xtftxtftxtftxtftut


dddttdtd


==


=+---+


åå


&


&




საწყისი პირობით




[image: image748.wmf](


)


(


)


,


xtt


ddj


=


 

[image: image749.wmf][


)


00


ˆ


,,


tt


t


Î


 

[image: image750.wmf](


)


(


)


(


)


000000


.


xtftt


djddj


--


=-+


&


        

ამრიგად,  ამონახსნის პირველი ვარიაცია შეიძლება გამოვთვალოთ ორი გზით: პირველი –– ვიპოვოთ  მატრიც ფუნქცია 

[image: image751.wmf](


)


;,


Yt


x


 მეორე – ვიპოვოთ ერთი წრფივი განტოლების ამონახსნი.     

თეორემა 2.2.   ვთქვათ ფუნქცია 

[image: image752.wmf](


)


0


,


t


j


 

[image: image753.wmf]1


tI


Î


 აბსოლუტურად უწყვეტია. ვთქვათ ფუნქციები 

[image: image754.wmf](


)


0


t


j


&


 და 

[image: image755.wmf](


)


,,


fwu


 

[image: image756.wmf](


)


1


0


,


s


wuIOU


+


Î´´


 არიან შემოსაზღვრული. ამასთან, არსებობს სასრული ზღვრები




[image: image757.wmf](


)


00


00


lim,


tt


t


jj


+


®+


=


&&


 

[image: image758.wmf](


)


(


)


0


0


lim,,


ww


fwutf


+


®


=


 

[image: image759.wmf][


)


1


00


,.


s


wtbO


+


Î´




[image: image761.png] QUOTE  
მაშინ ყოველი 

[image: image762.wmf](


)


00010


ˆ


,


ttt


Î


 წერტილისათვის არსებობს 

[image: image763.wmf](


)


21


0,


ee


Î


[image: image765.png] QUOTE  
  და 

[image: image766.wmf](


)


21


0,


dd


Î


 რიცხვები ისეთი, რომ ნებისმიერი 

[image: image767.wmf](


)


[


]


(


)


001022


,,,0,,


tttV


edmde


+


Î+´´


 სადაც 

[image: image768.wmf]{


}


0


:0


VVt


dmd


+


=Î³


 ადგილი აქვს (2.5) ფორმულას, სადაც




[image: image769.wmf](


)


(


)


(


)


0000


;;;.


xtYttftt


ddmjdbdm


++


éù


=-+


/


ëû


&




ქვემოთ მოყვანილი თეორემა არის თეორემების 2.1 და 2.2 შედეგი.


 თეორემა 2.3.   ვთქვათ შესრულებულია თეორემა 2.1. და თეორემა 2.2. პირობები. ამასთან, 

[image: image770.wmf]00


ˆ


.


fff


jj


--++


-=-=


&&


  მაშინ ყოველი 

[image: image771.wmf](


)


00010


ˆ


,


ttt


Î


 ფიქსირებული მომენტისთვის არსებობენ რიცხვები  

[image: image772.wmf](


)


21


0,


ee


Î


[image: image774.png] QUOTE  
  და 

[image: image775.wmf](


)


21


0,


dd


Î


 რიცხვები  ისეთი, რომ ნებისმიერი 

[image: image776.wmf](


)


(


)


01022


ˆ


,,,0,


tttV


edmde


éù


Î+´´


ëû


 ადგილი აქვს (2.5)  ფორმულას, სადაც



[image: image777.wmf](


)


(


)


(


)


000


ˆ


;;;.


xtYttftt


ddmdbdm


=+




შევნიშნავთ, რომ,  თეორემა 1.1-1.3–ის მსგავსი  თეორემები სამართლიანია განტოლებისათვის




[image: image778.wmf](


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


11


,,,...,,,,...,


sk


xtftxtxtxtututut


ttqq


=----


&




უწყვეტი საწყისი პირობით
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განვიხილოთ თავდაპირველი სკალარული განტოლება
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b) შემოვიღოთ სიმრავლეები:
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c) შეშფოთებული განტოლება
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ელემენტარული გარდაქმნებით მივიღებთ
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2.2.  ლემები  ამონახსნის ნაზრდის შეფასების შესახებ
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განსაზღვრება 2.1.  ვთქვათ 
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არის (2.1) განტოლების ამონახსნი (2.2) საწყისი პირობით (იხ. განსაზღვრება 2.1. და (2.13)).
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3.2.  თეორემა 3.1 დამტკიცება

   თეორემის დამტკიცება განხორციელდება  გამყრელიძე–ხარატიშვილის მეთოდით [24,48], რომლის არსი მდგომარეობს  შემდეგში: ლოკალური ოპტიმალური ელემენტის მოძებნის ამოცანა დაიყვანება ვექტორულ ტოპოლოგიურ სივრცეში სასრულოდ ლოკალურად ამოზნექილ სიმრავლეზე და ამოზნექილ ფილტრზე განსაზღვრული ასახვის კრიტიკული წერტილის მოძებნაზე. თუ ასახვა უწყვეტია ფილტრზე და დიფერენცირებადია კრიტიკულ წერტილში, მაშინ სამართლიანია კრიტიკულობის აუცილებელი პირობა, რომლისგანაც გამომდინარეობს ელემენტის ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობა. 

 3.2.1. კრიტიკულობის გამყრელიძე–ხარატიშვილის აუცილებელი პირობა
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თავი IV. ოპტიმალური მართვის ამოცანა უწყვეტი საწყისი პირობით. ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობები
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ვარიაციის ფორმულების გამოყენებით (იხ. თავი II, (2.10)) თეორემები 4.1-4.3 მტკიცდება ანალოგიური სქემით.


დასკვნა


   არაწრფივი სამართი ფუნქციონალურ-დიფერენციალური განტოლებისთვის მრავალი მუდმივი დაგვიანებით, როგორც წყვეტილი ასევე უწყვეტი საწყისი პირობით დამტკიცებულია ამონახსნის ვარიაციის ფორმულები საწყისი მონაცემების შეშფოთების მიმართ, როცა საწყისი მომენტისა და დაგვიანების  პარამეტრების ვარიაციის ნიშნები, საზოგადოდ, ერთმანეთს არ ემთხვევა. ცალცალკე განხილულია შემთხვევა, როცა საწყისი მომენტი განიცდის ცალმხრივ და ორმხრივ ვარიაციას. ვარიაციის ფორმულებში გამოვლენილია საწყისი მომენტისა და დაგვიანებების შეშფოთების,  წყვეტილი და უწყვეტი საწყისი პირობების ეფექტები. საწყისი მონაცემების ქვეშ იგულისხმება საწყისი მომენტის, დაგვიანების პარამეტრების, საწყისი ვექტორის, საწყისი და მართვის ფუნქციების ერთობლიობა. დადგენილია განტოლებისა და საწყისი  პირობის სახე, რომლებსაც აკმაყოფილებს ამონახსნის ვარიაცია. 

  ვარიაციის ფორმულები საშუალებას იძლევა მიღებული იქნეს საწყისი მონაცემების ოპტიმალურობის  აუცილებელი პირობები, ანალიზურად აგებული იქნეს შეშფოთებული განტოლების მიახლოებითი ამონახსნი, განხორციელდეს დიფერენციალური მოდელების სენსიტიური ანალიზი.


   ოპტიმალური ამოცანებისთვის დაგვიანებებით როგორც ფაზურ კოორდინატებში ასევე მართვებში, ზოგადი სასაზღვრო პირობითა და ფუნქციონალით, ზემოაღნიშნული ვარიაციის ფორმულების გამოყენებით, მიღებულია ოპტიმალურობის აუცილებელი პირობები: საწყისი და საბოლოო მომენტებისთვის ტოლობისა და უტოლობი სახით;   დაგვიანების პარამეტრებისთვის ტოლობის სახით; საწყისი ვექტორისთვის უტოლობის სახით; საწყისი და მართვის ფუნქციებისთვის  ინტეგრალური მაქსიმუმის პრინციპის ფორმით.
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